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Ïðåäèñëîâèå

Â ýòîì ïîñîáèè ìû îáñóäèì ðÿä ïðîáëåì, ðåøåíèÿ êîòîðûõ èëëþ-
ñòðèðóþò ïðèìåíåíèå îáùèõ ìåòîäîâ òåîðèè ëèíåéíûõ êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé äëÿ îïèñàíèÿ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ.
Îáû÷íîé öåëüþ òàêèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ âûÿñíåíèå îãðàíè÷å-
íèé íà äîñòèæèìûå ïàðàìåòðû ïó÷êîâ â êîëëàéäåðàõ. Êàê ïðàâèëî,
íåóñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ èç-çà èõ
âçàèìîäåéñòâèÿ â ìåñòå âñòðå÷è (ÌÂ) ðàçâèâàþòñÿ ãîðàçäî áûñòðåå
òåõ, ÷òî îáóñëîâëåíû âçàèìîäåéñòâèåì ýòèõ ïó÷êîâ ñ îêðóæàþùèìè
ýëåìåíòàìè âàêóóìíûõ êàìåð íàêîïèòåëåé. Óñëîâèÿ ñòàáèëèçàöèè
êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ çàâèñÿò îò èõ ðàçìåðîâ. Ïîýòîìó îãðà-
íè÷åíèå ðîñòà àìïëèòóä êîëåáàíèé ìîæåò ñîïðîâîæäàòüñÿ óìåíüøå-
íèÿìè ïëîòíîñòåé ñãóñòêîâ ïó÷êîâ â èõ ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ÷òî,
â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, êðàéíå íåæåëàòåëüíî.

Â òåêñòå ïîñîáèÿ [1] ýòè âîïðîñû îòðàæåíû î÷åíü êîðîòêî è, ñêî-
ðåå, èëëþñòðàòèâíî, îñòàâëÿÿ èõ áîëåå ïîäðîáíîå èçó÷åíèå äëÿ ñà-
ìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòîâ. Áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå îñîáåí-
íîñòåé êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ â êíèãàõ àâòîðîâ
[2] è [3] ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè òàêæå ÷àñòè÷íî óñòàðåëî. Ìåæäó òåì,
èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ êîëëåêòèâíîãî ïîâåäåíèÿ âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ äî
ñèõ ïîð íå óìåíüøèëñÿ. Îáû÷íî, òàêèå çàäà÷è íåîáû÷àéíî ñëîæíû
òåõíè÷åñêè êàê äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ, òàê è äëÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.
Èõ óïðîùåíèÿ äëÿ èññëåäîâàíèé äàæå îòäåëüíûõ àñïåêòîâ ÿâëåíèé,
ðàâíî êàê è ðåçóëüòàòû òàêèõ èññëåäîâàíèé ÷àñòî ïðåäñòàâëÿþò ñà-
ìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Îïèñàíèå ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ áîëüøèíñòâà èç ýòèõ ïðîáëåì
ðàññåÿíî ïî æóðíàëüíûì ñòàòüÿì è äîêëàäàì íà óñêîðèòåëüíûõ êîí-
ôåðåíöèÿõ. Ìàòåðèàëû, âêëþ÷åííûå â ïîñîáèå, ñóùåñòâåííî ðàñøè-
ðÿþò äîñòóïíóþ ñòóäåíòàì è íàó÷íûì ñîòðóäíèêàì ëèòåðàòóðó ïî
âëèÿíèþ ýôôåêòîâ âñòðå÷è íà ïàðàìåòðû ïó÷êîâ â óñòàíîâêàõ ñ
âñòðå÷íûìè ïó÷êàìè. Ê òîìó æå, èçëîæåíèå ýòîãî êðóãà, â îáùåì,
íåïðîñòûõ âîïðîñîâ ôèçèêè ïó÷êîâ ñ åäèíûõ ïîçèöèé ìîæåò ïðåä-
ñòàâëÿòü îïðåäåëåííóþ äèäàêòè÷åñêóþ öåííîñòü.
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1. Ââåäåíèå

Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü óñòàíîâêè ñ âñòðå÷íûìè ïó÷êàìè (êîëëàé-
äåðà) èíòåãðàëüíî îïðåäåëÿåòñÿ åå ïàðàìåòðîì, êîòîðûé íàçûâàþò
ñâåòèìîñòüþ. Ýòà âåëè÷èíà ðàâíà ñêîðîñòè ñ÷åòà ðåàêöèé â ÌÂ ïðè
åäèíè÷íîì ñå÷åíèè ýòèõ ðåàêöèé. Åñëè N1,2 � ÷èñëà ÷àñòèö â ñòàë-
êèâàþùèõñÿ ñãóñòêàõ, S � ïëîùàäè èõ ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé â ÌÂ, à
Tbb � ïåðèîä ñòîëêíîâåíèé ñãóñòêîâ â ÌÂ, òî â ñàìîì ïðîñòîì ñëó÷àå
âåëè÷èíà ñâåòèìîñòè êîëëàéäåðà îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé

L =
N1N2

4STbb
.

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ÿñíî, ÷òî äëÿ óâåëè÷åíèÿ ñâåòèìîñòè ñëåäóåò
óâåëè÷èâàòü ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë ÷àñòèö â ñãóñòêàõ, óìåíüøàòü èõ
ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ â ÌÂ è ïåðèîä âñòðå÷ ñãóñòêîâ. Â ñîâðåìåííûõ
ìàøèíàõ âåëè÷èíà Tbb óìåíüøàåòñÿ çàïîëíåíèåì ñòàëêèâàþùèõñÿ
ïó÷êîâ áîëüøèì ÷èñëîì ñãóñòêîâ. Ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ â ÌÂ ñãóñò-
êè êàæäîãî èç ïó÷êîâ ðàçâîäÿòñÿ ïî ñâîèì íàêîïèòåëüíûì êîëüöàì,
ãäå ïðîäîëæàþò äâèæåíèå äî ñëåäóþùåãî ñòîëêíîâåíèÿ. Òàêèì îá-
ðàçîì, íàïðèìåð, ñîâðåìåííûé ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûé êîëëàéäåð ñî-
ñòàâëÿåòñÿ èç äâóõ íàêîïèòåëüíûõ êîëåö. Åñëè â óñòàíîâêå çàïëàíè-
ðîâàíî îäíî ÌÂ, òî çàìêíóòûå îðáèòû ñãóñòêîâ â òàêèõ íàêîïèòå-
ëÿõ ñîïðÿãàþòñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè âñòðå÷è. Îáû÷íî, ïåðèìåòðû
çàìêíóòûõ îðáèò â íàêîïèòåëÿõ, ñîñòàâëÿþùèõ êîëëàéäåð, âûáèðà-
þòñÿ ðàâíûìè, à ñòàëêèâàþùèåñÿ ïó÷êè çàïîëíÿþòñÿ ñãóñòêàìè òàê,
÷òîáû îäíè è òå æå ïàðû ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñòêîâ ïîäõîäèëè ê ÌÂ
îäíîâðåìåííî. Òàêàÿ ñòðóêòóðà çàïîëíåíèÿ ïó÷êîâ ïîìîãàåò èçáå-
æàòü ìíîãîñãóñòêîâûõ íåóñòîé÷èâîñòåé èõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé.

Íàïðèìåð, â ýëåêòðîí-ïîçèòðîííîé Â-ôàáðèêå KEKB (Öóêóáà,
ßïîíèÿ) â ýëåêòðîííîì è ïîçèòðîííîì êîëüöàõ êîëëàéäåðà äâèæåò-
ñÿ ïðèìåðíî ïî 2000 ñãóñòêîâ, êîòîðûå ïîïàðíî âçàèìîäåéñòâóþò â
îäíîì ÌÂ. Ïðè ÷èñëå ÷àñòèö â ñãóñòêå ∼ 2 × 1010 è ïðàâèëüíîé
íàñòðîéêå ìàøèíû ñâåòèìîñòü ýòîé óñòàíîâêè äîñòèãàåò âåëè÷èíû
L = 2×1034 1/(cm2ñ). Êîíå÷íî, îáåñïå÷åíèå ðàáîòû òàêîé óñòàíîâêè
òðåáóåò ðåøåíèÿ ìíîãèõ ïðîáëåì ôèçèêè ïó÷êîâ. Ñðåäè ïðî÷èõ, ýòî
îðãàíèçàöèÿ âîçìîæíîñòè óñòîé÷èâîé öèðêóëÿöèè â êîëüöàõ íóæíî-
ãî êîëè÷åñòâà ñãóñòêîâ, òðåáóåìîé èíòåíñèâíîñòè. Ñòóäåíòû ìîãóò
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îçíàêîìèòüñÿ ñ âîçìîæíûìè ðåøåíèÿìè ýòîãî êðóãà âîïðîñîâ, â òîì
÷èñëå, â [1]. Îíè îáùèå äëÿ âñåõ íàêîïèòåëåé, ðàáîòàþùèõ ñ áîëü-
øèì ÷èñëîì èíòåíñèâíûõ ñãóñòêîâ.

Âìåñòå ñ òåì, â óñòàíîâêàõ ñ âñòðå÷íûìè ïó÷êàìè ïîÿâëÿåòñÿ
ðÿä ñïåöèôè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé äîñòèæèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
ñãóñòêîâ, êîòîðûå îáóñëîâëåíû âîçìóùåíèÿìè äâèæåíèÿ ÷àñòèö ïî-
ëåì ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà âñòðå÷íîãî ñãóñòêà. Ïî ïðèíÿòîé â
îòå÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå òåðìèíîëîãèè ýòîò ìíîãîïëàíîâûé êðóã
ÿâëåíèé ñîêðàùåííî íàçûâàþò ýôôåêòàìè âñòðå÷è. Îíè âûðàæàþò-
ñÿ â ïîÿâëåíèè íåóñòîé÷èâîñòåé êîëåáàíèé èíäèâèäóàëüíûõ ÷àñòèö,
ëèáî ñãóñòêîâ â öåëîì. Ïåðâûé êðóã ÿâëåíèé îáû÷íî ñâÿçûâàþò ñ
óâåëè÷åíèÿìè äèñïåðñèé ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö èç-çà íåëèíåéíî-
ñòåé ïîëåé âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ è ñîïóòñòâóþùèì äåéñòâèåì íà ÷à-
ñòèöû íåëèíåéíûõ ðåçîíàíñîâ, ïîðîæäàåìûõ ýòèìè ïîëÿìè. Ïî òåì,
èëè èíûì ïðè÷èíàì òàêèå âîçìóùåíèÿ âûçûâàþò óâåëè÷åíèÿ ðàç-
ìåðîâ ñãóñòêîâ â ÌÂ è òåì óìåíüøàþò äîñòèæèìûå çíà÷åíèÿ ñâåòè-
ìîñòè óñòàíîâêè.

Øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûì ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå êîëåáàíèé îòäåëü-
íîé ÷àñòèöû çàäàííûì ïîëåì âñòðå÷íîãî ïó÷êà (ò. í. ìîäåëü ñëàáîãî
è ñèëüíîãî ñãóñòêîâ; ñì., ñðåäè ïðî÷åãî, â [4]). Õîòÿ çàäà÷à î âçàè-
ìîäåéñòâèè ñãóñòêîâ â ÌÂ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî ñàìîñîãëàñîâàííîé,
ðîëü íåëèíåéíûõ ðåçîíàíñîâ â òðàíñïîðòèðîâêå ÷àñòèö íà áîëüøèå
àìïëèòóäû îêàçûâàåòñÿ î÷åíü âàæíîé. Äàæå ïðè îãðàíè÷åííîé òî÷-
íîñòè îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ, ìîäåëü ñëàáîãî
è ñèëüíîãî ñãóñòêîâ ïðåäñêàçûâàåò çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî íàáëþ-
äàåìûõ ýôôåêòîâ.

Èçó÷åíèå ëèíåéíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ
ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ïðèáëèæåíèåì îïèñàíèÿ èõ ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïî-
âåäåíèÿ. Óæå íà÷àëüíûå âû÷èñëåíèÿ òàêîãî ðîäà (íàïðèìåð, â [1])
ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîÿâëåíèå êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñòàëêèâàþùèõñÿ
ñãóñòêîâ ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ñâåòèìîñòè óñòàíîâêè. Ïðè ãàóñ-
ñîâûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ÷àñòèö â ñãóñòêàõ è íåóñòîé÷èâûõ êîëåáàíè-
ÿõ ýòî óìåíüøåíèå ìîæåò ïðîòåêàòü ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó, à ïðè
óñòîé÷èâûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèÿõ êîíå÷íîé àìïëèòóäû � ïî ñòå-
ïåííîìó çàêîíó. Ýòîò êðóã âîïðîñîâ áîëåå ñëîæåí è â òîé ÷àñòè,
êîòîðàÿ êàñàåòñÿ âû÷èñëåíèé, è â òîé, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ èçìåðåíèé
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ïàðàìåòðîâ ïó÷êîâ â óñòàíîâêàõ. Äàæå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå èçó-
÷åíèÿ ëèíåéíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ ïðîâåäåíèå, íàïðèìåð, èçìåðå-
íèé òðåáóåò íàäåæíîãî íàáëþäåíèÿ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âûñî-
êîé ìóëüòèïîëüíîñòè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ äàëåêî íåïðîñòûì äåëîì. Ïðî-
äîëæåíèå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è â ñòîðîíó ó÷åòà âçàèìíîãî âëèÿíèÿ
÷àñòèö ñãóñòêîâ è èõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé, èëè èõ êîãåðåíòíûõ
ôëóêòóàöèé (íàïðèìåð, â [2] èëè â [3]), ñòàëêèâàåòñÿ ñ çíà÷èòåëüíû-
ìè âû÷èñëèòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè, êîòîðûå ïåðåâîäÿò èññëåäîâàíèÿ
â ïëîñêîñòü áîëåå èíòåíñèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.
Îïèñàíèå ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîâåäåíèÿ âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ ãîðàçäî
õóæå îïèñàíî â óñêîðèòåëüíîé ëèòåðàòóðå, õîòÿ è çäåñü íàêîïëåíî
ìíîãî ðåçóëüòàòîâ, îñîáåííî òåõ, êîòîðûå îïèñûâàþò ëèíåéíûå êî-
ãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñòêîâ (íàïðèìåð, â [2, 3] à
òàêæå â [5] � [16]).

Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé ìû ïðåäïîëàãàåì ò. í. ëîáîâûå ñòîëê-
íîâåíèÿ ñãóñòêîâ â ÌÂ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èõ ñðåäíèå ñêîðîñòè â ÌÂ
àíòèïàðàëëåëüíû. Ñòîëêíîâåíèÿ ñãóñòêîâ ïîä íåêîòîðûì óãëîì â
ÌÂ ïðèâîäÿò ê ÿâëåíèÿì, êîòîðûå â ýòîì ïîñîáèè ïî÷òè íå îáñóæ-
äàþòñÿ. Îäíàêî ÷èòàòåëü, çíàêîìûé ñ ìàòåðèàëîì, èçëîæåííûì â [4],
ìîæåò ëåãêî ïðåäâèäåòü èëè óñòàíîâèòü, ïðîâåäÿ, íàïðèìåð, ñàìî-
ñòîÿòåëüíîå èññëåäîâàíèå, õàðàêòåð è çíà÷èìîñòü íåîïèñàííûõ çäåñü
êîëëåêòèâíûõ ÿâëåíèé, îáÿçàííûõ ïåðåñå÷åíèÿì ñãóñòêàìè ÌÂ ïîä
óãëîì.

2. Äèïîëüíûå êîëåáàíèÿ æåñòêèõ ñãóñòêîâ

Â ñâÿçè ñ çíà÷èòåëüíîé ñëîæíîñòüþ îïèñàíèÿ ñàìîñîãëàñîâàííî-
ãî ïîâåäåíèÿ âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ áîëüøèíñòâî çàäà÷ ýòîãî êðóãà ñòà-
âÿòñÿ, à çàòåì ðåøàþòñÿ, èñïîëüçóÿ òå èëè èíûå óïðîùàþùèå ïðåä-
ïîëîæåíèÿ. Òàê, ïðè èçó÷åíèè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ
ïó÷êîâ îäíîé èç ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ ÿâëÿåòñÿ ò.í. ìîäåëü æåñòêèõ
ñãóñòêîâ. Â íåé ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîëíîå îòñóòñòâèå ó ñòàëêèâàþùèõ-
ñÿ ïó÷êîâ âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû òàê, ÷òî âîçìîæíûå êîëëåê-
òèâíûå äâèæåíèÿ ñãóñòêîâ ñâîäÿòñÿ ê èõ äèïîëüíûì êîëåáàíèÿì ñ
íåèçìåííûìè ïî ôîðìå ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ñãóñòêîâ
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íåñîìíåííûì äîñòîèíñòâîì òàêîé ìîäåëè
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ÿâëÿåòñÿ åå ïðîñòîòà è íàãëÿäíîñòü åå ïðåäñêàçàíèé. Ñðåäè ãëàâ-
íûõ íåäîñòàòêîâ ìîäåëè æåñòêèõ ñãóñòêîâ ñëåäóåò óïîìÿíóòü, ÷òî
ëþáîé, äàæå ìàëûé, ðàçáðîñ ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö áóäåò ïðèâî-
äèòü ê ðàçìûâàíèþ íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ
ñãóñòêîâ (íàïðèìåð, â [17]). Ïîýòîìó ïðåäñêàçàíèÿ ìîäåëè æåñòêèõ
ñãóñòêîâ ñïðàâåäëèâû ëèøü â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èññëåäóåìûå ïðî-
öåññû ïðîõîäÿò â äîñòàòî÷íî êîðîòêèå èíòåðâàëû âðåìåíè, èëè, ÷òî
òî æå, êîãäà â ñèëó ñïåöèôèêè ðåøàåìîé çàäà÷è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé èçìåíÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ÷àñòî.

Åùå îäíèì íåäîñòàòêîì ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ åå óñëîâíàÿ ñàìîñîãëà-
ñîâàííîñòü, êîãäà ñîãëàñîâàííî èçìåíÿþòñÿ òîëüêî àìïëèòóäû äè-
ïîëüíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ, à èç-çà èãíîðèðîâàíèÿ âíóòðåííèõ ñòå-
ïåíåé ñâîáîäû ýòè êîëåáàíèÿ íèêàê íå âçàèìîäåéñòâóþò ñ ÷àñòèöà-
ìè. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïðèâîäèò ê îòñóòñòâèþ â òàêîé ìîäåëè çàòóõà-
íèÿ Ëàíäàó êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ.

2.1. Ïîëÿ âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ

Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàñ÷åòîâ ìû ïðèìåì, ÷òî ïó÷êè ñîäåðæàò ïî îä-
íîìó ñãóñòêó êðóãëîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ è ÷òî ñãóñòêè äâèæóò-
ñÿ â êîëüöàõ ðàâíîãî ïåðèìåòðà, ïðîõîäÿ ìåñòî âñòðå÷è â ïðîòèâî-
ïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Ãåîìåòðèÿ òàêèõ ñòîëêíîâåíèé ñõåìàòè÷å-
ñêè èçîáðàæåíà íà ðèñ.1. Ìû òàêæå ïðåíåáðåæåì ðàçáðîñàìè ÷à-

N
1
e
1

N
2
e
2

b

Ðèñ. 1. Ê çàäà÷å î íåóñòîé÷èâîñòè âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ. Ðàç â ïåðèîä îáðà-
ùåíèÿ ïó÷êè ñ çàðÿäàìè N1e1 è N2e2 ñòàëêèâàþòñÿ â ÌÂ ñ ïðèöåëüíûì
ïàðàìåòðîì b = d1 − d2, à çàòåì ðàçâîäÿòñÿ ïî ñâîèì êîëüöàì

ñòîò íåâîçìóùåííûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö èç-çà ðàçáðîñà
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èõ ýíåðãèé è íåëèíåéíîñòè ôîêóñèðîâêè. Ýíåðãèè ÷àñòèö ñ÷èòàåì
óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèìè (E = γMc2, γ ≫ 1). Ïóñòü s îáîçíà÷àåò
ïóòü, ïðîéäåííûé ÷àñòèöåé ñãóñòêà âäîëü çàìêíóòîé (èëè ðàâíîâåñ-
íîé) îðáèòû ê ìîìåíòó âðåìåíè t, x îáîçíà÷àåò ãîðèçîíòàëüíîå, à
y � âåðòèêàëüíîå îòêëîíåíèå ÷àñòèöû îò çàìêíóòîé îðáèòû. Òîãäà,
ïîïåðå÷íîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ñãóñòêà, äâèæóùåãîñÿ âäîëü ðàâíî-
âåñíîé îðáèòû ñ ñðåäíåé ñêîðîñòüþ v2 = {0,−c, 0} è èìåþùåãî ïëîò-
íîñòü

ϱ2(r, t) =
N2

2πσ22
ρ2(s+ ct) exp

(
− r2

2σ22

)
, r2 = x2 + y2, (2.1)

c óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé òî÷íîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

E =
r

r
E, E =

2N2e2
σ22r

ρ2(s+ ct)

∫ r

0
dr1r1e

−r21/2σ
2
2 . (2.2)

Ïîñëå ïðîñòîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì:

E = 2N2e2ρ2(s+ ct)
1− exp[−r2/(2σ22)]

r2
r. (2.3)

Ñ òîé æå òî÷íîñòüþ ìàãíèòíîå ïîëå ñãóñòêà ðàâíî

H =
[v2 ×E]

c
. (2.4)

Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòèöû âñòðå÷íîãî ñãóñòêà, äâèæóùåãîñÿ ñî
ñêîðîñòüþ v1 = {0, c, 0}, ðàâíà

F(1,2) = e1

(
E+

[v1 ×H]

c

)
≃ 2e1E (2.5)

= 4N2e1e2ρ2(s+ ct)
1− exp[−r2/(2σ22)]

r2
r.

Îíà ëèíåéíî çàâèñèò îò ïîïåðå÷íûõ êîîðäèíàò ÷àñòèö (x, y) âáëè-
çè öåíòðà ñãóñòêà (r ≪ σ2). Ïðè óâåëè÷åíèè ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà
r âåëè÷èíà ýòîé ñèëû (íàïðèìåð, |Fx|) ñíà÷àëà ïðîõîäèò ìàêñèìóì,
à çàòåì óìåíüøàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî 1/r (ðèñ.2). Âîçìóùåíèå ÷à-
ñòèö ïîëåì âñòðå÷íîãî ñãóñòêà âî âðåìåíè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåðèþ
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-6 -2 2 6 x/σ

F
x

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü (ðàäèàëüíîé) ñèëû, âîçìóùàþùåé âñòðå÷íûé ïó÷îê,
îò ïîïåðå÷íîãî ñìåùåíèÿ ÷àñòèöû. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîïåðå÷íûõ
êîîðäèíàò âî âñòðå÷íîì ñãóñòêå ãàóññîâà , e1e2 = −e2

ïåðèîäè÷åñêèõ, êîðîòêèõ òîë÷êîâ. Åñëè ñãóñòêè äâèæóòñÿ â ðàçíûõ
êîëüöàõ c ÷àñòîòîé îáðàùåíèÿ ω0 êàæäûé, òî ïåðèîä ýòèõ òîë÷êîâ
ðàâåí 2π/ω0. Ïðè äëèíå ñãóñòêîâ σs äëèòåëüíîñòè òîë÷êîâ ðàâíû
δt = σ/(2c). Êàê è âñÿêîå äðóãîå, òàêîå ïåðèîäè÷åñêîå âîçìóùåíèå
ïðèâîäèò ê ðåçîíàíñíûì íåóñòîé÷èâîñòÿì êàê íåêîãåðåíòíûõ, òàê è
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà.

Åñëè ñãóñòîê (2) ìîæíî ñ÷èòàòü æåñòêèì è åñëè îí ñîâåðøàåò, íà-
ïðèìåð, âåðòèêàëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ñ äèïîëüíûì ìîìåí-
òîì d2(t), òî ïëîòíîñòü òàêîãî ñãóñòêà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

ϱ2(r, t) =
N2

2πσ22
ρ2(s+ ct) exp

(
−x

2 + (y − d2(t))
2

2σ2

)
, (2.6)

à ïîëÿ, âîçìóùàþùèå êîëåáàíèÿ ÷àñòèö ñãóñòêà (1) â ÌÂ, îïèñû-
âàþòñÿ óðàâíåíèÿìè (2.2) è (2.4), â êîòîðûõ àðãóìåíò y äîëæåí
áûòü çàìåíåí íà y − d2(t). Ïîñëå òàêîé çàìåíû âìåñòî (2.5) ïèøåì
(r2 = x2 + (y − d2)

2)

F (1,2)
y = 4N2e1e2ρ2(s+ ct)

1− exp[−r2/(2σ22)]
r2

(y − d2(t)). (2.7)

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö è èñïîëüçóÿ
â ýòèõ óðàâíåíèÿõ â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé îáîáùåííûé
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àçèìóò ÷àñòèöû θ = s/R0, ïîëó÷èì:

y′′a + g(1)y (θ)ya =
F

(1,2)
y

γMω2
0

= 4
N2e1e2R

2
0

pc
(2.8)

× ρ2(sa + ct)
1− exp[−r2/(2σ22(θ))]

r2
(ya − d2(θ)).

Çäåñü p èìïóëüñ ÷àñòèöû, øòðèõ îáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî
θ, g(1)y (θ) � êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè âåðòèêàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëå-
áàíèé ÷àñòèö â êîëüöå (1) â òî÷êå θ, ñèìâîë a = 1, 2, . . . N1 íóìåðóåò
÷àñòèöû â ñãóñòêå (1).

2.2. Êîëåáàíèÿ ìàëîé àìïëèòóäû

Èçó÷èì ñíà÷àëà îñîáåííîñòè êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ â ñëó-
÷àå, êîãäà ïîïåðå÷íûå îòêëîíåíèÿ ÷àñòèö îò çàìêíóòîé îðáèòû è àì-
ïëèòóäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîïåðå÷íûì
ðàçìåðîì âñòðå÷íîãî ñãóñòêà. Â òàêîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ óðàâíå-
íèÿ (2.8) ìîæíî ëèíåàðèçîâàòü ïî ïîïåðå÷íûì îòêëîíåíèÿì ÷àñòè-
öû. Ïîýòîìó óðàâíåíèå (2.8) ïåðåõîäèò â ñëåäóþùåå:

y′′a + g(1)y (θ)ya = 2
N2e1e2R

2
0

pcσ22
ρ2(sa + ct)(ya − d2(θ)). (2.9)

Îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì za ïðîäîëüíîå ïîëîæåíèå ÷àñòèöû a â ñãóñò-
êå (1). Òîãäà ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ÷àñòèö ýòîãî ñãóñòêà sa(t) = ct+ za,
à ct ≃ R0θ, óðàâíåíèå (2.9) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå:

y′′a + g(1)y (θ)ya = 2
N2e1e2R

2
0

pcσ22(θ)
ρ2(2R0θ + za)(ya − d2(θ)). (2.10)

Àíàëîãè÷íî, åñëè äèïîëüíûå êîëåáàíèÿ ñîâåðøàåò ñãóñòîê (1), òî
ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ÷àñòèö âòîðîãî ñãóñòêà
(sb(t) = −ct+ zb, b = 1, 2, . . . N2) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

y′′b + g(2)y (θ)yb = 2
N1e1e2R

2
0

pcσ21(θ)
ρ1(2R0θ − zb)(yb − d1(θ)). (2.11)

Çäåñü, äëÿ ïðîñòîòû, ïîëîæåíî ρ(s) = ρ(−s). Óðàâíåíèÿ (2.10) è
(2.11) îïèñûâàþò èçìåíåíèÿ ôîêóñèðîâêè ÷àñòèö ñòàëêèâàþùèõñÿ
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ñãóñòêîâ ïîëÿìè ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà âñòðå÷íîãî ïó÷êà è âîç-
áóæäåíèå ýòèìè ïîëÿìè âûíóæäåííûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèÿ ÷à-
ñòèö ïðè íåñîâïàäåíèè èõ êîîðäèíàò ñ ïîëîæåíèåì äèïîëüíîãî ìî-
ìåíòà âñòðå÷íîãî ñãóñòêà. Ñîãëàñíî (2.10) è (2.11) âñòðå÷íûé ñãóñòîê
ÿâëÿåòñÿ ôîêóñèðóþùåé ëèíçîé ïðè ñòîëêíîâåíèè ïðîòèâîïîëîæíî
çàðÿæåííûõ ÷àñòèö (e1e2 = −e2) è � äåôîêóñèðóþùåé ïðè ñòîëêíî-
âåíèè îäíîèìåííî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö (e1e2 = e2).

2.2.1. Íåêîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèö

Ïðåæäå ÷åì ðåøàòü óðàâíåíèÿ (2.10) è (2.11) è íàõîäèòü óñëîâèÿ
óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ è íåêîãåðåíòíûõ êî-
ëåáàíèé ÷àñòèö â îáùèõ ñëó÷àÿõ ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà-
÷ó, â êîòîðîé àìïëèòóäû äèïîëüíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ ðàâíû íóëþ
(d2(θ) = 0, d1(θ) = 0), à òàêæå ðàâíû íóëþ äëèíû ñòàëêèâàþùèõ-
ñÿ ñãóñòêîâ. Â ñèëó ïîñëåäíåãî ïðåäïîëîæåíèÿ ëèíåéíûå ïëîòíîñòè
ñãóñòêîâ â (2.10) è (2.11) çàìåíÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè δ-ôóíêöèÿìè,
à ñàìè óðàâíåíèÿ (2.10) è (2.11) çàìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèìè

y′′a + g(1)y (θ)ya =
N2e1e2R0

pcσ22(θ)
δT (θ)ya, (2.12)

y′′b + g(2)y (θ)yb =
N1e1e2R0

pcσ21(θ)
δT (θ)yb, (2.13)

ãäå

δT (θ) =
∞∑

n=−∞

einθ

2π
. (2.14)

Ïîìèìî ïðî÷åãî, óðàâíåíèÿ (2.10) è (2.11) ïîçâîëÿþò íàéòè èçìåíå-
íèÿ ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé è β-ôóíêöèé ÷àñòèö çà ñ÷åò äåé-
ñòâèÿ ïîëåé âñòðå÷íîãî ñãóñòêà. Äëÿ ïðîñòîòû ïðèìåì, ÷òî e1e2 =
−e2. Òîãäà ñîãëàñíî, íàïðèìåð, óðàâíåíèþ (2.12), ïîñëå ïðîõîæäå-
íèÿ ìåñòà âñòðå÷è ÷àñòèöû ñãóñòêà (1) èñïûòûâàþò òîë÷îê

δ(y′a) = −R0

D
ya,

1

D
=
N2e

2

pcσ22
. (2.15)
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Òðàíñïîðòíàÿ ìàòðèöà òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

MD =

[
1 0

−R0
D 1

]
. (2.16)

Ïðèíÿâ, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò (ya, y′a) ÷åðåç îäèí îáîðîò â
êîëüöå îïèñûâàåòñÿ, íàïðèìåð, òðàíñïîðòíîé ìàòðèöåé

MR =

[
cosµy0

βy0

R0
sinµy0

− R0
βy0

sinµy0 cosµy0

]
, µy0 = 2πνy0, (2.17)

ïîëó÷èì òðàíñïîðòíóþ ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò (ya, y′a)
îò ñåðåäèíû ìåñòà âñòðå÷è ê ñåðåäèíå ìåñòà âñòðå÷è íà ñîñåäíåì
îáîðîòå

Mt =

[
1 0

−R0
2D 1

][
cosµy0

βy0

R0
sinµy0

− R0
βy0

sinµy0 cosµy0

][
1 0

−R0
2D 1

]
,

èëè

Mt =

[
cosµy

βy

R0
sinµy

−R0
βy

sinµy cosµy

]
, µy = 2πνy, (2.18)

ãäå

cosµy = cosµy0 −
βy0
2D

sinµy0, (2.19)

à
βy0 sinµy0 = βy sinµy. (2.20)

Âçàèìîäåéñòâèå ïó÷êîâ â ÌÂ íå ïðèâîäèò ê íåóñòîé÷èâîñòè êîëå-
áàíèé, åñëè | cos(2πνy) ≤ 1|. Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (2.19) ïðè ìàëîé
âåëè÷èíå ïàðàìåòðà βy0/(2D) ñäâèã ÷àñòîòû âåðòèêàëüíûõ áåòàòðîí-
íûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö ñãóñòêà (1), îáóñëîâëåííûé ïîëåì âñòðå÷íîãî
ñãóñòêà, ðàâåí

∆ν(1)y = ν(1)y − ν
(1)
y0 =

βy0
4πD

,

èëè

∆ν(1)y = ξ1 =
N2e

2β
(1)
y0

4πpcσ22
. (2.21)
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Ýòà âåëè÷èíà èãðàåò âàæíóþ ðîëü â èññëåäîâàíèÿõ óñòîé÷èâîñòè
âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ è íîñèò ñïåöèàëüíîå íàçâàíèå � ïàðàìåòð ïðî-
ñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå (2.21), ïåðåïèøåì
(2.19) â ñëåäóþùåì âèäå:

cosµ(1)y = cosµ
(1)
y0 − 2πξ1 sinµ

(1)
y0 . (2.22)

Åñëè ïàðàìåòðû âñòðå÷íîãî ïó÷êà (2) çàäàíû, òî íåêîãåðåíòíûå áå-
òàòðîííûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèö â ñãóñòêå (1) áóäóò óñòîé÷èâû ïðè âû-
ïîëíåíèè óñëîâèÿ

ξ1 ≤ ξ
(0)
th =

1

2π

 cot
(
πν

(1)
y0

)
, 0 ≤ ν

(1)
y0 ≤ 1/2,

− tan
(
πν

(1)
y0

)
, 1/2 ≤ ν

(1)
y0 ≤ 1.

(2.23)

Ñîãëàñíî ýòîìó óðàâíåíèþ ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ ξth îñîáåííî âåëè-
êè ïðè ïðèáëèæåíèè ÷àñòîòû ν

(1)
y0 ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó ðåçîíàíñó

2ν
(1)
y0 = k, ãäå k = 0, 1, 2, . . ., ñâåðõó.
Àíàëîãè÷íî, äëÿ ÷àñòèö ñãóñòêà (2) ââîäèòñÿ âåëè÷èíà

ξ2 =
N1e

2β
(2)
y0

4πpcσ21
, (2.24)

îïðåäåëÿþùàÿ ñäâèã ÷àñòîòû ëèíåéíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ýòèõ
÷àñòèö ïîëÿìè âñòðå÷íîãî ñãóñòêà:

cosµ(2)y = cosµ
(2)
y0 − 2πξ2 sinµ

(2)
y0 . (2.25)

Ïîâòîðèâ ïîõîæèå âû÷èñëåíèÿ, ÷èòàòåëþ ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
ïàðàìåòðû ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà äëÿ ñòîëêíîâåíèé ñãóñòêîâ ñ
ãàóññîâûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ÷àñòèö ïî ïîïåðå÷íûì êîîðäèíàòàì è
èìåþùèõ ýëëèïòè÷åñêèå ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ ñ ñðåäíåêâàäðàòè÷íû-
ìè âåðòèêàëüíûìè σ(1,2)y è ãîðèçîíòàëüíûìè σ(1,2)x ðàçìåðàìè îïðå-
äåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

ξ1y =
N2e

2β
(1)
y0

2πpcσ
(2)
y (σ

(2)
y + σ

(2)
x )

, ξ1x =
N2e

2β
(1)
x0

2πpcσ
(2)
x (σ

(2)
y + σ

(2)
x )

, (2.26)
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è

ξ2y =
N1e

2β
(2)
y0

2πpcσ
(1)
y (σ

(1)
y + σ

(1)
x )

, ξ2x =
N1e

2β
(2)
x0

2πpcσ
(1)
x (σ

(1)
y + σ

(1)
x )

. (2.27)

Âîçâðàùàÿñü ê èçó÷åíèþ ñòîëêíîâåíèé ñãóñòêîâ ñ êðóãëûìè ïî-
ïåðå÷íûìè ñå÷åíèÿìè çàìåòèì, ÷òî ïðè ðàâåíñòâå β-ôóíêöèé âåðòè-
êàëüíûõ è ãîðèçîíòàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé â ÌÂ è ñ ó÷åòîì
ñîîòíîøåíèé σ21,2 = ϵ1,2β

(1,2), ãäå ϵ1,2 � ýìèòòàíñû ñãóñòêîâ (1) è
(2), ïàðàìåòðû ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ξ1,2 çàâèñÿò îò îòíîøåíèé

β
(1)
0 /β(2) è β(2)0 /β(1). Îäíàêî, ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (2.20) çíà÷åíèÿ β-
ôóíêöèé â ÌÂ ñàìè çàâèñÿò îò âåëè÷èí ïàðàìåòðîâ ξ1,2. Íàïðèìåð,

β
(1)
0

β(1)
=

sinµ(1)

sinµ
(1)
0

,
β
(2)
0

β(2)
=

sinµ(2)

sinµ
(2)
0

èëè
β
(1)
0

β(1)
=

1

sinµ
(1)
0

√
1−

(
cosµ

(1)
0 − 2πξ1 sinµ

(1)
0

)2
. (2.28)

Î÷åâèäíî, ÷òî â îáëàñòè sinµ
(1)
0 < 0 çíàê ðàäèêàëà â ïðàâîé ÷àñòè

ýòîé ôîðìóëû äîëæåí áûòü çàìåíåí íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Ïîýòîìó
ïðàâàÿ ÷àñòü â ýòîì è äðóãèõ ïîäîáíûõ óðàâíåíèÿõ èìååò ïåðèîä
1/2 ïî ïåðåìåííûì ν

(1,2)
0 . Â ýòîé ñâÿçè, íèæå ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,

÷òî âåëè÷èíû ν
(1,2)
0 ðàñïîëîæåíû íà îòðåçêàõ 0 ≤ ν

(1,2)
0 ≤ 1/2, è

ïåðåïèñàòü ñîîòíîøåíèå (2.28) â âèäå

u1 =
β
(1)
0

β(1)
=

√
1 + 4πξ1 cotµ

(1)
0 − (2πξ1)

2,

èëè

u21 = 1−B2
1u

2
2 + 2B1u2 cotµ

(1)
0 , (2.29)

u22 = 1−B2
2u

2
1 + 2B2u1 cotµ

(2)
0 .

Çäåñü

B1,2 =
N2,1e

2β
(1,2)
0

2pcϵ2,1β
(2,1)
0

, u1 =
β
(1)
0

β(1)
, u2 =

β
(2)
0

β(2)
. (2.30)

16



Îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì âåëè÷èíû B1,2 âûðàæåíû ÷åðåç íåâîç-
ìóùåííûå ñòîëêíîâåíèÿìè ïàðàìåòðû ïó÷êîâ è íàêîïèòåëüíûõ êî-
ëåö. Ïîñêîëüêó âåëè÷èíû u1 è u2 íåîòðèöàòåëüíû, äåéñòâèòåëüíûå
è ïîëîæèòåëüíûå êîðíè óðàâíåíèé (2.29) ðàñïîëîæåíû â îáëàñòÿõ:

0 ≤ u2 ≤ u2m =
cot
(
πν

(1)
0

)
B1

, 0 ≤ u1 ≤ u1m =
cot
(
πν

(2)
0

)
B2

. (2.31)

Åñëè òàêèå êîðíè óðàâíåíèé (2.29) óäàåòñÿ íàéòè ïàðàìè (u1 è u2), òî
îíè îïèñûâàþò óñòîé÷èâûå áåòàòðîííûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèö â ñãóñò-
êàõ (1) è (2). Ïðè íåðàâíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ B1,2 è ÷àñòîò

ν
(1,2)
0 âåëè÷èíû u1 è u2, âîîáùå, íå ðàâíû. Îäíàêî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

ïðè ðàâåíñòâå âåëè÷èí B1 = B2 = B è ν
(1)
0 = ν

(2)
0 = ν0 (ñòîëêíî-

âåíèÿ ñèììåòðè÷íûõ âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ) óðàâíåíèÿ (2.29) íàðÿäó ñ
êîðíÿìè u1 = u2 = u, ãäå (0 ≤ ν0 ≤ 1/2) [4]

u =
B cosµ0 +

√
B2 + sin2 µ0

(1 +B2) sinµ0
, µ0 = 2πν0, (2.32)

ìîãóò èìåòü ðåøåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ êîðíè u1 è u2 íåðàâíû (u1 ̸= u2).
Ïðè ýòîì ñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ u1 = u2 ñóùåñòâóþò ïðè âñåõ çíà-
÷åíèÿõ ν0, à íåñèììåòðè÷íûå (ò.í. �ip-�op) ðåøåíèÿ u1 ̸= u2 íàõî-
äÿòñÿ â óçêîé ïîëîñå ÷àñòîò

1

2π
arccos

B2 − 1

1 +B2
≤ ν0 ≤

1

2π
arccos

B2 − 1√
1 +B2

, B ≤ 1 (2.33)

âáëèçè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ν0 ≤ 1/2 (íàïðèìåð, â [4]).

2.2.2. Êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (2.10) è (2.11) ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç
èíòåãðàëû îò äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ d1 è d2. Ñàìè óðàâíåíèÿ äëÿ d1
è d2 ïîëó÷àþòñÿ ñóììèðîâàíèåì óðàâíåíèé (2.10) èëè (2.11) ïî èí-
äåêñàì a èëè b. Ïðè ýòîì ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî ÷àñòèöû, íàïðèìåð,
ñãóñòêà (1) è ðàñïîëîæåííûå â íåì â ìàëîì èíòåðâàëå ðàññòîÿíèé
âäîëü çàìêíóòîé îðáèòû z ≤ za ≤ z + dz, äàþò â äèïîëüíûé ìîìåíò
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d1 âêëàä, ïðîïîðöèîíàëüíûé ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýòîãî ñãóñòêà â
òî÷êå za. Ïîýòîìó ïèøåì

d1,2 =
1

N

N∑
a=1

(ya)1,2 =

∫ ∞

−∞
dz1,2(ya)1,2ρ1,2(z1,2), (2.34)

à âìåñòî óðàâíåíèé (2.10), (2.11):

d′′1 + g(1)y (θ)d1 = −2R0ξ1

β
(1)
0

(d1 − d2)K(θ), (2.35)

d′′2 + g(2)y (θ)d2 =
2R0ξ2

β
(2)
0

(d1 − d2)K(θ), (2.36)

ãäå

K(θ) = 2Π

∫ ∞

−∞
dsρ1(s+ ct)ρ2(s− ct). (2.37)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âåëè÷èíàK(θ) â (2.37) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíê-
öèåé θ ñ ïåðèîäîì 2π, ïèøåì

K =
∞∑

n=−∞
Kne

−inθ, Kn =

∫ 2π

0

dθ

2π
K(θ)einθ. (2.38)

Ðàñïðåäåëåíèå ãàðìîíèêKn ïî íîìåðàì çàâèñèò îò øèðèí ëèíåéíûõ
ïëîòíîñòåé ÷àñòèö â ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñòêàõ. Åñëè, íàïðèìåð, ëè-
íåéíûå ïëîòíîñòè ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñòêîâ èäåíòè÷íû è ðàâíû

ρ(s) =
exp[−s2/(2σ2s)]√

2πσs
,

òî âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà â (2.37) äà¼ò

K(θ) = 2Π
exp[−(ct)2/σ2s ]

2πσs

∫ ∞

−∞
due−u2

,

èëè

K(θ) = 2π
exp[−θ2/σ2ϕ]√

πσϕ
, σϕ =

σs
R0

.
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Òîãäà, äëÿ ñãóñòêîâ ñ äëèíàìè σs ≪ R0, èìååì

Kn =

∫ 2π

0

dθ√
πσϕ

exp

(
− θ2

σ2ϕ
+ inθ

)

≃
∫ ∞

−∞

dθ√
πσϕ

exp

(
− θ2

σ2ϕ
+ inθ

)
= exp[−(nσϕ)

2/4].

Ïîýòîìó äëÿ íå î÷åíü âûñîêèõ íîìåðîâ ãàðìîíèê (n ≪ R0/σs) àì-
ïëèòóäû Kn ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò åäèíèöû (Kn ≃ 1). Íèæå ìû óâè-
äèì, ÷òî íåòðèâèàëüíîå ïîâåäåíèå àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñòêîâ ïîÿâëÿåòñÿ ïðè ïðèáëèæåíèè ÷àñòîò êî-
ëåáàíèé ÷àñòèö ê ðåçîíàíñíûì çíà÷åíèÿì ν = n/m, ãäå n è m �
âçàèìíî ïðîñòûå, ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ïðè çàäàííîé âåëè÷èíå ν
è áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n âûïîëíåíèå ðåçîíàíñíîãî óñëîâèÿ òðåáóåò
óâåëè÷åíèÿ çíà÷åíèÿ ïîðÿäêà ðåçîíàíñà m. Ïðåíåáðåãàÿ âêëàäàìè
ðåçîíàíñîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà íà óñòîé÷èâîñòü êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé ïó÷êîâ, ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî Kn = 1 äëÿ âñåõ çíà÷åíèé n.
Ïîäñòàíîâêà ýòèõ âûðàæåíèé â (2.35) è (2.36)äàåò

d′′1 + g(1)y (θ)d1 = −4πR0ξ1

β
(1)
0

(d1 − d2)δT (θ), (2.39)

d′′2 + g(2)y (θ)d2 =
4πR0ξ2

β
(2)
0

(d1 − d2)δT (θ),

ãäå

δT (θ) =
1

2π

∞∑
n=−∞

e−inθ (2.40)

� ïåðèîäè÷åñêàÿ δ-ôóíêöèÿ.
Óðàâíåíèÿ (2.39) ðåøàþòñÿ èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ (íàïðèìåð, â

[18])

d1,2 = f
(1,2)
0 (θ)

∞∑
n=−∞

d(1,2)n exp
(
−i (n+ ν)w

(1,2)
0 (θ)

)
, (2.41)

w
(1,2)
0 =

ϕ
(1,2)
0 (θ)

ν
(1,2)
0

,
dϕ

(1,2)
0

dθ
=

1(
f
(1,2)
0

)2 .
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Çäåñü f (1,2)0 (θ) è ϕ(1,2)0 (θ) àìïëèòóäû è ôàçû ôóíêöèé Ôëîêå íåâîçìó-
ùåííûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé â êîëüöàõ (1) è (2), ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîñêîëüêó ϕ
(1,2)
0 (θ + 2π) = 2πν

(1,2)
0 + ϕ

(1,2)
0 (θ), ïðè îáõîäå çàìêíó-

òîé îðáèòû ôàçû w
(1,2)
0 èçìåíÿþòñÿ íà èíòåðâàëàõ 0 ≤ w

(1,2)
0 ≤ 2π.

Íåèçâåñòíîå çíà÷åíèå ÷àñòîòû áåòàòðîííûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
ñãóñòêîâ ν óñòàíàâëèâàåòñÿ ðåøåíèåì äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ çà-
äà÷è. Ïîäñòàâèâ, íàïðèìåð, â ïåðâîå óðàâíåíèå â (2.39) ðàçëîæåíèå
d1 èç (2.41) è âû÷èñëèâ ïðîèçâîäíûå ïî θ:

d′1 =
(
f
(1)
0

)′ ∞∑
n=−∞

d1n exp
(
−i (n+ ν)w

(1)
0 (θ))

)
−

∞∑
n=−∞

i
n+ ν

ν
(1)
0 f

(1)
0

d1n exp
(
−i (n+ ν)w

(1)
0 (θ))

)
è

d′′1 =
(
f
(1)
0

)′′ ∞∑
n=−∞

d1n exp
(
−i (n+ ν)w

(1)
0

)
− 1(

f
(1)
0

)3 ∞∑
n=−∞

(n+ ν)2(
ν
(1)
0

)2 d1n exp(−i (n+ ν)w
(1)
0

)
,

ïîëó÷èì

∞∑
n=−∞

(f (1)0

)′′
+ gx1(θ)f

(1)
0 − 1(

f
(1)
0

)3 (n+ ν)2(
ν
(1)
0

)2
 (2.42)

×d1n exp
(
−i (n+ ν)w

(1)
0

)
= −4πξ1R0

β
(1)
0

δT (θ) (d1 − d2) .

Ó÷èòûâàÿ â ýòîì óðàâíåíèè, ÷òî(
f
(1)
0

)′′
+ gx1(θ)f

(1)
0 =

1(
f
(1)
0

)3 ,
à òàêæå ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè∫ 2π

0

dθ(
f
(1)
0 (θ)

)2 exp(−i (n− n1)w
(1)
0 (θ)

)
= 2πν

(1)
0 δn,n1,
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ïåðåïèøåì (2.42) â âèäå1− (n+ ν)2(
ν
(1)
0

)2
 d1n = − 2ξ1R0

β
(1)
0 ν

(1)
0

∞∑
n1=−∞

(d1n1 − d2n1)

×
∫ 2π

0
dθ(f

(1)
0 (θ))2δT (θ) exp

(
in1w

(1)
0 (θ)

)
= − 2ξ1

ν
(1)
0

∞∑
n1=−∞

(d1n1 − d2n1) exp
(
−in1w(1)

0 (0)
)
,

èëè, èñïîëüçóÿ β(1)0 = R0(f
(1)
0 (0))2 è w(1)

0 (0) = 0,

d1n = − 2ξ1ν
(1)
0(

ν
(1)
0

)2
− (n+ ν)2

∞∑
n1=−∞

(d1n1 − d2n1) . (2.43)

Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ â óðàâíåíèè (2.36) ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâó

d2n =
2ξ2ν

(2)
0(

ν
(2)
0

)2
− (n+ ν)2

∞∑
n1=−∞

(d1n1 − d2n1) . (2.44)

Âû÷èòàíèåì óðàâíåíèé (2.43) è (2.44) è ïîñëåäóþùèì èõ ñóììèðî-
âàíèåì ïî n íàõîäèì äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå çàäà÷è:

1 =

∞∑
n=−∞

2ξ1ν
(1)
0

(n+ ν)2 −
(
ν
(1)
0

)2 +

∞∑
n=−∞

2ξ2ν
(2)
0

(n+ ν)2 −
(
ν
(2)
0

)2 . (2.45)

Çàìåíèâ â (2.45), íàïðèìåð,

2ν
(1)
0

(n+ ν)2 −
(
ν
(1)
0

)2 =
1

ν + n− ν
(1)
0

− 1

ν + n+ ν
(1)
0

è èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå

∞∑
n=−∞

1

ν + n− ν
(1)
0

= π cot
(
π
(
ν − ν

(1)
0

))
,
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ïåðåïèøåì äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (2.45) â ñëåäóþùåì âèäå:

1 = πξ1

cos
(
π
(
ν − ν

(1)
0

))
sin
(
π
(
ν − ν

(1)
0

)) −
cos
(
π
(
ν + ν

(1)
0

))
sin
(
π
(
ν + ν

(1)
0

))


+ πξ2

cos
(
π
(
ν − ν

(2)
0

))
sin
(
π
(
ν − ν

(2)
0

)) −
cos
(
π
(
ν + ν

(2)
0

))
sin
(
π
(
ν + ν

(2)
0

))
 ,

èëè

1 = − 2πξ1 sin 2πν
(1)
0

cos 2πν − cos 2πν
(1)
0

− 2πξ2 sin 2πν
(2)
0

cos 2πν − cos 2πν
(2)
0

. (2.46)

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî cos 2πν, íàõîäèì

(cos 2πν)± =
cosµ(1) + cosµ(2)

2
(2.47)

±1

2

√(
cosµ(1) − cosµ(2)

)2
+ 16π2ξ1ξ2 sin 2πν

(2)
0 sin 2πν

(1)
0 ,

ãäå âåëè÷èíû (µ(1,2) = 2πν(1,2))

cosµ(1,2) = cos 2πν
(1,2)
0 − 2πξ1,2 sin 2πν

(1,2)
0 (2.48)

îïðåäåëÿþò ñäâèãè ÷àñòîò íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö ïîëÿìè
âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ. Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ñîáñòâåííûå ÷èñëà â
óðàâíåíèè (2.47) ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè äâóõ ëèíåéíûõ
ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ñ êîýôôèöèåíòîì ñâÿçè

Q = 16π2ξ1ξ2 sin 2πν
(2)
0 sin 2πν

(1)
0 . (2.49)

Ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ñãóñò-
êîâ ξ1,2 è ÷àñòîò íåâîçìóùåííûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö

ν
(1,2)
0 ýòè ôîðìóëû ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü ÷àñòîòû êîãåðåíòíûõ áå-
òàòðîííûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ, à òàêæå íàéòè óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè
ýòèõ êîëåáàíèé. Åñëè îäíà èç âåëè÷èí ξ1,2 îáðàùàåòñÿ â íóëü, òî
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ñâÿçü ðàçðûâàåòñÿ, à ñîáñòâåííûå ÷èñëà â (2.47) (è ÷àñòîòû êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé) ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè ñîáñòâåííûì ÷èñëàì íåêî-
ãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñòêîâ.

Íåòðèâèàëüíûå èçìåíåíèÿ â ñïåêòðàõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ îáÿçàíû èõ ñâÿçè â ÌÂ. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ â
(2.44) ãàìèëüòîíîâû, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèìè ïîëîæåíèÿìè òåî-
ðèè ëèíåéíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé, íàïðèìåð â [1], êîãåðåíòíûå
êîëåáàíèÿ ñãóñòêîâ, îïèñûâàåìûå óðàâíåíèåì (2.47), áóäóò óñòîé÷è-
âû ïðè ïðèáëèæåíèè ÷àñòîò ν(1,2) ê çíà÷åíèÿì, ñîîòâåòñòâóþùèì
îäíîìó èç ðàçíîñòíûõ ðåçîíàíñîâ

ν(1) − ν(2) = k, k = 0,±1,±2, . . . (2.50)

è ìîãóò îêàçàòüñÿ íåóñòîé÷èâûìè ïðè ïðèáëèæåíèè ν(1,2) ê ñóììî-
âûì ðåçîíàíñàì

ν(1) + ν(2) = k, k = ±1,±2, . . . (2.51)

Â òàêèõ ñëó÷àÿõ, ïðîñòûå âûðàæåíèÿ äëÿ ÷àñòîò ñîáñòâåííûõ ìîä
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïîëó÷àþòñÿ, åñëè ïàðàìåòðû ïðîñòðàíñòâåí-
íîãî çàðÿäà ξ1,2 ìàëû (ξ1,2 ≪ 1). Ïðè ýòîì ìû îæèäàåì, ÷òî áóäóò
ìàëû è ñäâèãè ÷àñòîò êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îòíîñèòåëüíî ÷àñòîò
ν
(1,2)
0 . Îïðåäåëèâ, íàïðèìåð, â óðàâíåíèè (2.45) ∆ν = ν − ν

(1)
0 , à òàê-

æå ïðåäïîëîæèâ ïðè ðåøåíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ áëèçîñòü ÷àñòîò ν(1,2)0

ê ðàçíîñòíîìó ðåçîíàíñó ν(1)0 − ν
(2)
0 = k è îòáðîñèâ â (2.45) íåðåçî-

íàíñíûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì

1 ≃ ξ1
∆ν

+
ξ2

∆ν + ε
, (2.52)

ãäå ε = ν
(1)
0 −ν(2)0 −k ðàññòðîéêà îò ðåçîíàíñà. Êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ

ðàâíû

∆ν± =
ξ1 + ξ2 − ε

2
± 1

2

√
(ξ1 − ξ2 + ε)2 + 4ξ1ξ2. (2.53)

Îíè ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ε. Ïî-
ýòîìó àìïëèòóäû êîëåáàíèé íå çàòóõàþò, íî è íå íàðàñòàþò âî âðå-
ìåíè. Áîëåå òîãî, åñëè áû ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ (2.45) ìû áû ó÷ëè
âîçìîæíîñòü çàòóõàíèÿ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé, íàïðèìåð, â ñãóñòêå
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(1) ñ áåçðàçìåðíûì äåêðåìåíòîì çàòóõàíèÿ λ1, òî âìåñòî óðàâíåíèÿ
(2.52) ìû ïîëó÷èëè áû äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå:

1 ≃ ξ1
∆ν + iλ1

+
ξ2

∆ν + ε
. (2.54)

Ñðåäè ïðî÷åãî, òàêîå çàòóõàíèå ìîæåò îáåñïå÷èâàòüñÿ, íàïðèìåð,
äåìïôèðîâàíèåì êîëåáàíèé â êîëüöå (1) ñ ïîìîùüþ ñèñòåì îáðàò-
íûõ ñâÿçåé. Êîðíè óðàâíåíèÿ (2.54) ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè âåëè-
÷èíàìè. Îïðåäåëèâ

∆ν = z − ε

2
− iλ1

2
,

ïèøåì

1 ≃ ξ1

z − 1
2 (ε− iλ1)

+
ξ2

z + 1
2 (ε− iλ1)

,

èëè

z2 − z (ξ1 + ξ2)−
(ε− iλ1)

2

4
− ε− iλ1

2
(ξ1 − ξ2) = 0,

z2 − z (ξ1 + ξ2)−
1

4

[
(ξ1 − ξ2 + ε− iλ1)

2 − (ξ1 − ξ2)
2
]
= 0.

Îòñþäà

∆ν± =
ξ1 + ξ2 − ε− iλ1

2
± 1

2

√
(ξ1 − ξ2 + ε− iλ1)

2 + 4ξ1ξ2. (2.55)

Äåêðåìåíòû îáîèõ ìîä (−Im(∆ν±)):

− Im(∆ν±) =
λ1
2

∓ 1

2

√√√√√X2 + 4λ21 (ξ1 − ξ2 + ε)2 −X

2
, (2.56)

ãäå
X = (ξ1 − ξ2 + ε)2 + 4ξ1ξ2 − λ21,

ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè âåëè÷èíàìè. Äëÿ ìîäû (+) òàêîå óòâåð-
æäåíèå ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì:(

2λ21 +X
)2
> X2 + 4λ21 (ξ1 − ξ2 + ε)2 ,

4λ21
(
X + λ21

)
= 4λ21 (ξ1 − ξ2 + ε)2 + 16λ21ξ1ξ2 > 4λ21 (ξ1 − ξ2 + ε)2 .
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âáëèçè ðàçíîñòíîãî ðåçîíàíñà êîãåðåíòíûå êîëå-
áàíèÿ îáîèõ ñãóñòêîâ çàòóõàþò. Ñâÿçü êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñò-
êîâ â ÌÂ ïðèâîäèò ê ïåðåðàñïðåäåëåíèþ äåêðåìåíòîâ çàòóõàíèÿ,
êîòîðûå èìåëè èõ êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ â îòñóòñòâèè âñòðå÷. Ïðè
äåìïôèðîâàíèè êîëåáàíèé â îäíîì èç ñãóñòêîâ ìàêñèìàëüíîå çíà-
÷åíèå äåêðåìåíòà çàòóõàíèÿ, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïåðåäàíî êîëåáà-
íèÿì âòîðîãî, ðàâíî λ1/2. Ýòî îñóùåñòâëÿåòñÿ â òî÷íîì ðåçîíàíñå
ξ1− ξ2+ ε = 0. Â ýòîé òî÷êå ñäâèãè ÷àñòîò êîëåáàíèé ñâÿçàííûõ ìîä
îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

∆ν± =
2ξ1 − iλ1 ±

√
4ξ1ξ2 − λ21

2
. (2.57)

Âáëèçè ñóììîâîãî ðåçîíàíñà ε = ν
(1)
0 + ν

(2)
0 − k, ãäå |ε| ≪ ν

(1,2)
0 ,

îòáîð â ïðàâîé ÷àñòè äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (2.45) ñòàðøèõ ïî
âåëè÷èíå ÷ëåíîâ ïðèâîäèò ê çàìåíå óðàâíåíèÿ (2.52) íà

1 ≃ ξ1
∆ν

− ξ2
∆ν + ε

. (2.58)

Â îòëè÷èå îò (2.53), êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâíûå

∆ν± =
ξ1 − ξ2 − ε

2
± 1

2

√
(ε+ ξ1 + ξ2)

2 − 4ξ1ξ2, (2.59)

ïðåäñêàçûâàþò íåóñòîé÷èâîñòü êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé â îáëàñòè ÷à-
ñòîò

− 2
√
ξ1ξ2 ≤ ε+ ξ1 + ξ2 ≤ 2

√
ξ1ξ2, (2.60)

ãäå ìîäà (−) çàòóõàåò, à ìîäà (+) íàðàñòàåò ñ èíêðåìåíòîì

Im∆ν+ =

√
ξ1ξ2 −

(ε+ ξ1 + ξ2)
2

4
. (2.61)

Ýòà âåëè÷èíà äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ

(Im∆ν+)max =
√
ξ1ξ2 (2.62)

â ñåðåäèíå çàïðåùåííîé ïîëîñû ÷àñòîò (2.60) ε + ξ1 + ξ2 = 0, ÷òî
ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì òî÷íîãî ñóììîâîãî ðåçîíàíñà. Âäàëè îò ãðàíèö
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çàïðåùåííîé ïîëîñû êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ñãóñòêîâ óñòîé÷èâû, à
÷àñòîòû ìîä (±) ðàâíû ñëåäóþùèì âåëè÷èíàì (íàïðèìåð, ε + ξ1 +
ξ2 > 0):

ν+ ≃ ν
(1)
0 + ξ1 −

ξ1ξ2
(ε+ ξ1 + ξ2)

, (2.63)

ν− ≃ k − ν
(2)
0 − ξ2 +

ξ1ξ2
(ε+ ξ1 + ξ2)

. (2.64)

Íàïîìíèì, ÷òî â ýòèõ ôîðìóëàõ k � íîìåð ðåçîíàíñíîé ãàðìîíèêè.
Âèäíî, ÷òî â òàêîé îáëàñòè ε ñâÿçü êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ
çà ñ÷åò èõ âçàèìîäåéñòâèÿ â ÌÂ ïðèâîäèò ê âåñüìà ìàëûì ñäâèãàì
÷àñòîò ìîä ν± îò ÷àñòîò íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö. Èç (2.59)
ñëåäóåò, ÷òî ñäâèãè ÷àñòîò ìîä ∆ν± óâåëè÷èâàþòñÿ è ñáëèæàþòñÿ
ïðè ïðèáëèæåíèè ε ê ãðàíèöàì çàïðåùåííîé ïîëîñû ÷àñòîò. Ïðÿìî
íà ýòèõ ãðàíèöàõ (ε± = −ξ1− ξ2± 2

√
ξ1ξ2) ÷àñòîòû ìîä êîãåðåíòíûõ

êîëåáàíèé ñòðåìÿòñÿ ê âåëè÷èíàì:

ν(+) = ν
(1)
0 + ξ1 −

√
ξ1ξ2, ε = ε+, (2.65)

ν(−) = ν
(1)
0 + ξ1 +

√
ξ1ξ2, ε = ε−. (2.66)

Òàêèå ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ïðè èíòåðïðåòàöèè ðåçóëü-
òàòîâ èçìåðåíèé ñïåêòðîâ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé íåñèììåòðè÷íûõ
âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ.

Íåóñòîé÷èâîñòü âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ âáëèçè ñóììîâîãî ðåçîíàíñà
îòíîñèòñÿ ê íåóñòîé÷èâîñòÿì äèíàìè÷åñêîãî òèïà (íàïðèìåð, â [1]).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äåìïôèðîâàíèå íåóñòîé÷èâûõ êîãåðåíòíûõ ìîä
òðåáóåò ïîäàâëåíèÿ êîëåáàíèé îáîèõ ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñòêîâ. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïåðåïèñàâ óðàâíåíèå (2.58) â âèäå

1 =
ξ1

∆ν + iλ1
− ξ2

∆ν + iλ2 + ε
, (2.67)

è îïðåäåëèâ
Λ+ = λ1 + λ2, Λ− = λ1 − λ2, (2.68)

ïîëó÷èì

∆ν± =
ξ1 − ξ2 − ε− iΛ+

2
± 1

2

√
(ξ1 + ξ2 + ε− iΛ−)

2 − 4ξ1ξ2. (2.69)
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Âû÷èñëåíèåì äåêðåìåíòîâ ìîä

− Im (∆ν±) =
Λ+

2
∓ 1

2

√√√√√X2 + 4Λ2
− (ξ1 + ξ2 + ε)2 −X

2
, (2.70)

ãäå
X = (ξ1 + ξ2 + ε)2 − 4ξ1ξ2 − Λ2

−, (2.71)

íàõîäèì óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé

(ξ1 + ξ2 + ε)2 > Λ2
+

(
ξ1ξ2
λ1λ2

− 1

)
. (2.72)

Ýòî óñëîâèå íèêîãäà íå âûïîëíåíî, åñëè λ1λ2 = 0. Íàîáîðîò, îíî
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ ðàññòðîåê ε, åñëè ïðîèçâåäåíèå äåêðåìåíòîâ
çàòóõàíèÿ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé â êîëüöàõ (1) è (2) äîñòàòî÷íî
âåëèêî

ξ1ξ2 < λ1λ2. (2.73)

Ïðè áîëüøîì îòëè÷èè âåëè÷èí ξ1 è ξ2 ýòî óñëîâèå, â îáùåì, îáëåã-
÷àåò òðåáîâàíèÿ íà âåëè÷èíû äåêðåìåíòîâ λ1 è λ2 íåîáõîäèìûå äëÿ
ïîäàâëåíèÿ íåóñòîé÷èâîé ìîäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé.

2.2.3. Ñèììåòðè÷íûå âñòðå÷íûå ïó÷êè

Áîëüøèíñòâî ñîâðåìåííûõ ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûõ êîëëàéäåðîâ
ðàáîòàþò â ðåæèìàõ, êîãäà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñòàëêèâàþùèõñÿ
ñãóñòêîâ ξ1 è ν

(1)
0 , à òàêæå ξ2 è ν

(2)
0 áëèçêè, èëè ïðîñòî ðàâíû. Â

òàêèõ ñëó÷àÿõ (ξ1 = ξ2 = ξ è ν(1)0 = ν
(2)
0 = ν0) èíîãäà åùå ãîâîðÿò

î ñòîëêíîâåíèÿõ ñèììåòðè÷íûõ ñãóñòêîâ. Îñíîâíûå îñîáåííîñòè êî-
ãåðåíòíûõ êîëåáàíèé òàêèõ ñãóñòêîâ ìîæíî ïðîñëåäèòü ñ ïîìîùüþ
ôîðìóë (2.47) è (2.48), êîòîðûå òåïåðü çàïèøóòñÿ â âèäå

cos 2πν± = cosµ± 2πξ sin 2πν0 (2.74)

è
cosµ = cos 2πν0 − 2πξ sin 2πν0. (2.75)
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Âèäíî, ÷òî ÷àñòîòà ìîäû (+) âîîáùå íå çàâèñèò îò âçàèìîäåéñòâèÿ
ïó÷êîâ â ÌÂ (cos 2πν+ = cos 2πν0). Äëÿ ýòîé ìîäû è ïðè âûïîë-
íåíèè, íàïðèìåð, óñëîâèÿ 2πξ ≪ 1 ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà ñäâèãà
÷àñòîò íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö (∆ν = ξ) â òî÷íîñòè êîì-
ïåíñèðóåòñÿ îòðèöàòåëüíûì çíà÷åíèåì êîãåðåíòíîãî ñäâèãà ÷àñòîòû
ìîäû (∆ν = −ξ). Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (2.43) è (2.44) òàêèì ñâîéñòâîì
îáëàäàþò êîëåáàíèÿ îáùåãî öåíòðà òÿæåñòè ñèììåòðè÷íûõ ñòàëêè-
âàþùèõñÿ ïó÷êîâ (d1 + d2)/2.

Ìîäà (−) îïèñûâàåò îòíîñèòåëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ (êî-
ëåáàíèÿ ïðèöåëüíîãî ïàðàìåòðà b = d1 − d2) ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñò-
êîâ. Â ýòîé ñâÿçè, òàêóþ ìîäó åùå íàçûâàþò π-ìîäîé. ×àñòîòà òàêèõ
êîëåáàíèé ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ âçàèìîäåéñòâèåì ïó÷êîâ â ÌÂ

cos 2πν− = cos 2πν0 − 4πξ sin 2πν0. (2.76)

Êàê âèäíî èç (2.75), ïîëîâèíà ýòîãî âîçäåéñòâèÿ îáÿçàíà íåêîãåðåíò-
íîìó ñäâèãó ÷àñòîòû êîëåáàíèé ÷àñòèö, à âòîðàÿ ïîëîâèíà � âçà-
èìîäåéñòâèþ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ. Äëÿ ñèììåòðè÷íûõ
ñòîëêíîâåíèé óñëîâèå ðàçíîñòíîãî ðåçîíàíñà ε = ν

(1)
0 − ν

(2)
0 − k = 0

âûïîëíÿåòñÿ ëèøü äëÿ ãàðìîíèêè k = 0. Ïðè ýòîì èç ôîðìóëû (2.53)
ïîëó÷àåì

∆ν+ = 0, ∆ν− = 2ξ. (2.77)

Ñóììîâûå ðåçîíàíñû ñèñòåìû 2ν0 ≃ k, ãäå k ̸= 0 � îäíî èç ÷èñåë
íàòóðàëüíîãî ðÿäà, ìîãóò ïðèâîäèòü ê íåóñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé. Åñëè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ξ çàäàíî, òî êîëåáàíèÿ áóäóò
óñòîé÷èâû ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

−1 ≤ cos 2πν0 − 4πξ sin 2πν0 ≤ 1.

Äëÿ îáëàñòè ÷àñòîò 0 ≤ ν0 ≤ 1/2 ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òðåáîâà-
íèþ

ξ ≤ ξth =
1

4π
cot(πν0). (2.78)

Ñðàâíåíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ è (2.23) ïîêàçûâàåò, ÷òî â ðàìêàõ ïðèíÿ-
òîé ìîäåëè òðåáîâàíèå óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñò-
êîâ óñòàíàâëèâàåò âäâîå ìåíüøåå äîïóñòèìîå çíà÷åíèå ξ, ÷åì òî,
÷òî òðåáóåòñÿ äëÿ óñòîé÷èâîñòè íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé (ðèñ. 3).
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ (ξ0)th îò ÷àñòîòû íåâîçìóùåííûõ
áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ν0. Ïóíêòèð � íåêîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ, òî÷êè �
ôîðìóëà (2.78), ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ó÷åò ñàìîñîãëàñîâàííîãî è ñèììåòðè÷-
íîãî èçìåíåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ β-ôóíêöèé

Ñàìîñîãëàñîâàííîå èçìåíåíèå β-ôóíêöèé êîëåö â ÌÂ çà ñ÷åò äåé-
ñòâèÿ ïîëåé âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ èçìåíÿåò óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè (2.78).
Ïðåäïîëàãàÿ ñîõðàíåíèå ñèììåòðèè âçàèìîäåéñòâèÿ è èñïîëüçóÿ
ôîðìóëó (2.32), ïåðåïèøåì (2.76) â âèäå (µ0 = 2πν0)

cos 2πν− = cosµ0 − 2Bu sinµ0

=

(
1−B2

)
cosµ0 − 2B

√
B2 + sin2 µ0

1 +B2
, (2.79)

ãäå

B = 2πξ0, ξ0 =
Ne2

4πpcϵ
. (2.80)

Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî óñëîâèå cos 2πν− ≤ 1 âûïîë-
íÿåòñÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ B è µ0, à óñëîâèå cos 2πν− ≥ −1 � ëèøü

29



äëÿ çíà÷åíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

1 +

(
1−B2

)
cosµ0 − 2B

√
B2 + sin2 µ0

1 +B2
> 0,

cos2
(µ0
2

)
+B2 sin2

(µ0
2

)
−B

√
B2 + sin2 µ0 > 0,(

cos2
(µ0
2

)
+B2 sin2

(µ0
2

))2
−B2

(
B2 + sin2 µ0

)
> 0,

cos2
(µ0
2

)
− 2B2 sin2

(µ0
2

)
−B4

(
1 + sin2

(µ0
2

))
> 0.

Ðåøàÿ ýòè íåðàâåíòñâà îòíîñèòåëüíî B, ïîëó÷àåì óñëîâèå óñòîé÷è-
âîñòè êîëåáàíèé:

ξ0 ≤ (ξ0)th =
1

2π

cos(µ0/2)√
1 + sin2(µ0/2)

=
ξ
(0)
th√

2 +
(
2πξ

(0)
th

)2 , (2.81)

ãäå ξ(0)th îïðåäåëåíî â ôîðìóëå (2.23):

ξ
(0)
th =

cot(πν0)

2π
.

Àíàëîãè÷íî âûðàæåíèþ (2.78) ôîðìóëà (2.81) ïðåäñêàçûâàåò óâå-
ëè÷åíèå ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ (ξ0)th ïðè ïðèáëèæåíèè ÷àñòîòû êî-
ëåáàíèé ν0 ê öåëîìó, èëè ïîëóöåëîìó, ÷èñëó ñâåðõó. Âìåñòå ñ òåì,
ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà (ξ0)th íå ïðåâûøàåò 1/(2π). Ïîýòîìó ìû ìî-
æåì çàêëþ÷èòü, ÷òî ñàìîñîãëàñîâàííûå èçìåíåíèÿ β-ôóíêöèé ïî-
ëÿìè âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ, â öåëîì, óñèëèâàþò íåóñòîé÷èâîñòè êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ ïðè ïðèáëèæåíèè ÷àñòîò áå-
òàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö ê ïàðàìåòðè÷åñêèì ðåçîíàíñàì ñâåðõó
(ðèñ. 3).

3. Äèïîëüíûå êîëåáàíèÿ áîëüøèõ

àìïëèòóä

Ïðè âñåé ñâîåé îãðàíè÷åííîñòè è íåäîñòàòêàõ, èñïîëüçîâàíèå ìî-
äåëè æåñòêèõ ñãóñòêîâ äëÿ îïèñàíèÿ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷-
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íûõ ïó÷êîâ âðåìåíàìè ìîæåò ïðèâîäèòü ê ëþáîïûòíûì ðåçóëüòà-
òàì. Â ÷àñòíîñòè, îòêàçûâàÿñü îò âîçìîæíîñòè îïèñàíèÿ è èññëåäî-
âàíèÿ âëèÿíèÿ íà ïðîöåññû âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ñãóñòêîâ,
ìû ïîëó÷àåì ñðåäñòâî äëÿ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîãî îïèñàíèÿ íåëèíåé-
íûõ äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé, íàïðèìåð, âñòðå÷íûõ ïó÷-
êîâ. Â ìîäåëè æåñòêîãî ñãóñòêà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîñòîÿíèÿ ñòàë-
êèâàþùèõñÿ ñãóñòêîâ â ïîïåðå÷íîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå â ëþáîé
ìîìåíò âðåìåíè (θ = ω0t) îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ

f (1,2)(r,p,θ) = f
(1.2)
0

(
(r− d1,2(θ))

2 ,
(
p− pd′

1,2(θ)
)2)

, (3.1)

ãäå d(θ) � êîìïîíåíòû ïîïåðå÷íûõ äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ ïó÷êà, à

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f
(1.2)
0 îïèñûâàþò ñãóñòêè áåç êîãåðåíòíûõ

êîëåáàíèé ïðè íóëåâûõ ñìåùåíèÿõ d(θ). Òàêèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ ìîãóò ïîëó÷àòüñÿ ïðè áûñòðîì è îäíîâðåìåííîì ñìåùåíèè âñåõ
÷àñòèö ñãóñòêà â ïîïåðå÷íîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå â íàïðàâëåíèè
d(θ0), èëè pd′(θ0), θ0 � íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Àíãàðìîíè÷íîñòü
êîëåáàíèé ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f (1.2)0 íà÷íóò ðàñïëûâàòüñÿ â ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Åñëè âåëè÷èíà δν îïðåäåëÿåò õàðàêòåðíûé ðàçáðîñ ÷àñòîò
áåòàòðîííûõ êîëåáàíèÿ â ñãóñòêàõ, òàêèìè ïðîöåññàìè ðàñïëûâàíèÿ
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü íà âðåìåíàõ ∆θδν ∼ 1. Ïîýòîìó ðàñ÷åòû, âûïîë-
íåííûå â ðàìêàõ ìîäåëè æåñòêèõ ñãóñòêîâ, ìîãóò äàâàòü ðàçóìíûå
ðåçóëüòàòû ëèøü äëÿ äîñòàòî÷íî áûñòðûõ, èëè äëÿ äîñòàòî÷íî ÷à-
ñòûõ ïðîöåññîâ.

Â ðàìêàõ ìîäåëè âñå èçìåíåíèÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñâîäÿò-
ñÿ ê äèïîëüíûì êîãåðåíòíûì êîëåáàíèÿì d(θ). Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
äëÿ, íàïðèìåð, âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû äèïîëüíîãî ìîìåíòà ïó÷-
êà (1) ïîëó÷àþòñÿ óñðåäíåíèåì óðàâíåíèÿ (2.8) ñ ôóíêöèåé ðàñïðå-
äåëåíèÿ f (1). Äëÿ ïðîñòîòû îïèñàíèÿ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö
â êîëüöàõ áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå ñãëàæåííîé ôîêóñèðîâ-
êè. Êðîìå òîãî, ìû óïðîñòèì âû÷èñëåíèÿ ñ÷èòàÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ
÷àñòèö â ñãóñòêàõ ãàóññîâû, à ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ ñãóñòêîâ â ÌÂ
èìåþò êðóãëóþ ôîðìó (σx = σy = σ). Òîãäà, îïðåäåëèâ (d1)y = d1,
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ïèøåì (e1e2 = −e2)

d′′1 + ν21yd1 = −2
N2e

2R0

2πpc
K(θ)

∫ ∞

−∞

dx

2πσ21
e−x2/(2σ2

1) (3.2)

×
∫ ∞

−∞
dy exp

(
−(y − d1(θ))

2

2σ21

)
1− e−r2/(2σ2

2)

r2
(y − d2(θ)),

ãäå r2 = x2 + (y − d2(θ))
2, à ôóíêöèÿ K(θ) îïðåäåëåíà â óðàâíåíèè

(2.37). Ïîäñòàíîâêîé y − d1(θ) → y óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî âûðàæå-
íèå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ çàâèñèò ëèøü îò ïðèöåëüíîãî
ðàññòîÿíèÿ ñòàëêèâàþùèõñÿ ïó÷êîâ b = d1− d2. Èíòåãðàëû ïî ïîïå-
ðå÷íûì êîîðäèíàòàì â ïðàâîé ÷àñòè (3.2) íàèáîëåå ïðîñòî âû÷èñëÿ-
þòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäñòàâëåíèÿìè ïîëåé âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ â
âèäå èíòåãðàëîâ Ôóðüå. Â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå,
íàïðèìåð, ñãóñòêà (2) âìåñòî ôîðìóëû (2.2) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæå-
íèÿìè

Ey = −ρ2(s+ ct)
∂U

∂y
, (3.3)

U = N2e2

∫
dkxdky
πk2

ϱ(2)(kx, ky) exp(ikxx+ ikyy), (3.4)

ãäå äëÿ ãàóññîâà ñãóñòêà

ϱ(2)(kx, ky) = exp

(
−
(k2x + k2y)σ

2
2

2

)
, (3.5)

à ñèëà F (1,2)
y â (2.7) � âûðàæåíèåì

F
(1,2)
y

γMω2
0

=
2N2e

2R2
0

pc
ρ2(s+ ct) (3.6)

× ∂

∂y

∫
dkxdky
πk2

ϱ(2)(kx, ky) exp(ikxx+ iky(y − d2)).

Ñ ó÷åòîì ýòîãî, óðàâíåíèå (3.2) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

d′′1 + ν21yd1 =
2N2e

2R0

2πpc
K(θ)

∫ ∞

−∞
dxdyϱ(1)(x, y − d1)

× ∂

∂y

∫
dkxdky
πk2

ϱ(2)(kx, ky) exp(ikxx+ iky(y − d2)),
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èëè

d′′1 + ν21yd1 =
2N2e

2R0

2πpc
K(θ)

∂U1,2

∂b
, (3.7)

ãäå

U1,2(b) =

∫
dkxdky
πk2

ϱ(1)(−kx,−ky)ϱ(2)(kx, ky)eikyb. (3.8)

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ñãóñòêà (2) ïîëó÷àåì

d′′2 + ν22yd2 = −2N1e
2R0

2πpc
K(θ)

∂U2,1

∂b
. (3.9)

Äàëüíåéøåå óïðîùåíèå çàäà÷è âîçìîæíî äëÿ ñãóñòêîâ, äâèæóùèõñÿ
â íàêîïèòåëÿõ ñ ðàâíûìè ÷àñòîòàìè áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé, íàïðè-
ìåð, ν1y = ν2y = νy. Â òàêîì ñëó÷àå, âû÷èòàÿ èç (3.7) óðàâíåíèå (3.9),
ïîëó÷èì

b′′ + ν2yb =
4Ne2R0

2πpc
K(θ)

∂Ut

∂b
, (3.10)

ãäå

Ut =
N2U1,2 +N1U2,1

2N
, N =

N1 +N2

2
. (3.11)

Îïðåäåëèâ òàêæå ïîëîæåíèå îáùåãî öåíòðà òÿæåñòè ñãóñòêîâ ñîîò-
íîøåíèåì

Y =
N1d1 +N2d2

2N
(3.12)

è ñëîæèâ óðàâíåíèÿ (3.7) è (3.9) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîýôôèöèåíòà-
ìè, íàõîäèì, ÷òî ïîëÿ âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ íå âîçìóùàþò êîëåáàíèÿ
èõ îáùåãî öåíòðà òÿæåñòè

Y ′′ + ν2yY = 0. (3.13)

Âîçâðàùàÿñü ê óðàâíåíèþ (3.10), çàìåòèì, ÷òî, ôîðìàëüíî, îíî
îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ îäíîé ÷àñòèöû, êîòîðàÿ ïåðèîäè÷åñêè ïðîõî-
äèò ìåñòî âñòðå÷è ñ (âåðòèêàëüíîé) êîîðäèíàòîé b(θ) è êîòîðàÿ âîç-
ìóùàåòñÿ òàì çàäàííûì ïîëåì âñòðå÷íîãî ñãóñòêà ñ ïîòåíöèàëîì
Ut. Ëþáîïûòíî, ÷òî çäåñü ñàìîñîãëàñîâàííûå èçìåíåíèÿ àìïëèòóä
äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ â òî÷íîñòè îïèñûâàþò-
ñÿ íåñàìîñîãëàñîâàííûìè óðàâíåíèÿìè ìîäåëè ñëàáîãî è ñèëüíîãî
ñãóñòêîâ.
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Êîìáèíèðóÿ ôîðìóëû (3.8) è (3.11), íàõîäèì, ÷òî ïîòåíöèàë Ut

ïîðîæäàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì â ÌÂ çàðÿäà ñ Ôóðüå-àìïëèòóäàìè
ïëîòíîñòè

ϱt =
N2

2N
ϱ(1)(−kx,−ky)ϱ(2)(kx, ky) (3.14)

+
N1

2N
ϱ(1)(kx, ky)ϱ

(2)(−kx,−ky).

Äëÿ ãàóññîâûõ ñãóñòêîâ êðóãëîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ èñïîëüçóÿ
(3.5), íàõîäèì

ϱt = exp

(
−k

2Σ2

2

)
, k2 = k2x + k2y, Σ

2 = σ21 + σ22, (3.15)

à

Ut =

∫
dkxdky
πk2

ϱt(kx, ky)e
ikyb. (3.16)

Ïîñëå ýòîãî ìû ìîæåì âû÷èñëèòü âåëè÷èíó ∂Ut/∂b:

∂Ut

∂b
= i

∫
dkxdkyky
πk2

exp

(
−k

2Σ2

2
+ ikyb

)
=

i

πΣ

∫
dkxdkyky

k2
exp

(
−k

2

2
+ ikyy

)
, y =

b

Σ
(3.17)

=
i

πΣ

∫ ∞

0
dke−k2/2

∫ 2π

0
exp (iky sinα) sinαdα.

Ïîäñòàâèâ ñþäà ôîðìóëû∫ 2π

0
exp (iky sinα) sinαdα = 2πiJ1 (ky) ,

ãäå J1 (ky) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, è∫ ∞

0
J1 (ky) e

−k2/2dk =

∫ ∞

0

ky

2

∞∑
k=0

(−1)k(k2y2/4)k

k!(k + 1)!
e−k2/2dk

=
y

2

∞∑
k=0

(−1)k

k!(k + 1)!

(
y2

2

)k ∫ ∞

0
tke−tdt =

1− e−y2/2

y
,
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ïîëó÷èì
∂Ut

∂b
= −2

b

(
1− exp

(
− b2

2Σ2

))
. (3.18)

Ïîýòîìó óðàâíåíèå (3.10) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

b′′ + ν2yb = −4Ne2R0

πpc
K(θ)

1

b

(
1− exp

(
− b2

2Σ2

))
. (3.19)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ â äàííîé ìîäåëè ïàðàìåòðà ïðîñòðàíñòâåííîãî çà-
ðÿäà ñãóñòêîâ, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì ξb, ïðåäïîëîæèì,
÷òî äëèíû ñãóñòêîâ ðàâíû íóëþ, è ëèíåàðèçóåì ïðàâóþ ÷àñòü (3.19)
ïî b. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå K(θ) = 2πδT (θ), ãäå δT (θ) � ïå-
ðèîäè÷åñêàÿ δ-ôóíêöèÿ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

b′′ + ν2yb = −4Ne2R0

pcΣ2
δT (θ)b,

1

D
=

4Ne2

pcΣ2
. (3.20)

Îíî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ìåñòà âñòðå÷è çíà÷åíèå b íå
ìåíÿåòñÿ, à b′ èçìåíÿåòñÿ íà âåëè÷èíó δb′ = −R0b/D. Ïåðåìíîæåíè-
åì ìàòðèö[

1 0

−R0
2D 1

] [
cosµ0

β0

R0
sinµ0

−R0
β0

sinµ0 cosµ0

] [
1 0

−R0
2D 1

]
íàõîäèì

cosµ− = cosµ0 − 2πξb sinµ0, (3.21)

ãäå

ξb =
Ne2β0
πpcΣ2

. (3.22)

Äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ñòîëêíîâåíèé N1 = N2 = N , σ21 = σ22 = σ2,
Σ2 = 2σ2 ïîëó÷àåì

ξb =
Ne2β0
2πpcσ2

= 2ξ. (3.23)

Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñêàçàíèÿ ôîðìóë (3.21) è (2.76) ñîâïàäàþò. Âìå-
ñòå ñ òåì, ïðåäñêàçàíèÿ äàííîé ìîäåëè ðàñõîäÿòñÿ ñ ïðåäñêàçàíèÿìè
óðàâíåíèé (2.35), (2.36), çàïèñàííûìè â ïðåäïîëîæåíèè èäåíòè÷íîé
ôîêóñèðîâêè â êîëüöàõ, íî ñ îòëè÷àþùèìèñÿ âåëè÷èíàìè ξ1 è ξ2.
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Êàê âèäíî èç óðàâíåíèé (2.43) è (2.44), â òàêîì ñëó÷àå ãàðìîíèêè
êîëåáàíèé êîîðäèíàò îáùåãî öåíòðà òÿæåñòè ñãóñòêîâ

Yn =
ξ2d1n + ξ1d2n

ξ1 + ξ2
= 0

íå ÷óâñòâèòåëüíû ê ïîëÿì âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ, à ñîáñòâåííûå ÷àñòî-
òû îòíîñèòåëüíûõ êîëåáàíèé (bn = d1n − d2n) íàõîäÿòñÿ ðåøåíèåì
äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ

1 =

∞∑
n=−∞

4ξb0ν0

(n+ ν)2 − ν20
, ξb0 =

ξ1 + ξ2
2

. (3.24)

Âåëè÷èíû ξb è ξb0 ñîâïàäàþò ëèøü ïðè ðàâåíñòâå ïëîòíîñòåéN2/σ
2
2 è

N1/σ
2
1. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ îíè íå ðàâíû. Ïðè÷èíîé ðàñõîæäåíèÿ

ÿâëÿåòñÿ ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé (2.35), (2.36) è (3.20). Ïåð-
âûå ïîëó÷åíû óñðåäíåíèåì ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
÷àñòèö òîãäà, êàê (3.20) ïîëó÷åíî ëèíåàðèçàöèåé ïî b ïðåäâàðèòåëü-
íî óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé (2.8). Â âèäó íåëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé
ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà âñòðå÷íîãî ñãóñòêà îò êîîðäèíàò
÷àñòèö ýòî ïðèâîäèò ê ðàçëè÷èþ â ïðåäñêàçàíèÿõ ïîâåäåíèÿ êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ â ýòèõ äâóõ ìîäåëÿõ.

3.1. Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ êîðîòêèõ ñãóñòêîâ

Êàê óæå óïîìèíàëîñü, â ìîäåëè æåñòêèõ ñãóñòêîâ êîãåðåíòíûå
êîëåáàíèÿ îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè, êîòîðûå ñ òî÷íîñòüþ äî ìàñ-
øòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíû óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ îä-
íîé ÷àñòèöû ñãóñòêà (1), èëè (2) äâèæóùåéñÿ â çàäàííûõ ïîëÿõ
ñãóñòêà-ïàðòíåðà. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ïîñëåäíèé ïðèåì ÷àñòî èñ-
ïîëüçóåòñÿ ïðè èçó÷åíèè íåóñòîé÷èâîñòåé íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé
òàêîé ïðîáíîé ÷àñòèöû è íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ ñëàáîãî è ñèëüíîãî
ñãóñòêîâ. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè óñòàíîâëåíû ìíîãî÷èñëåííûå ðå-
çóëüòàòû è ïðåäñêàçàíèÿ òàêîé ìîäåëè, êîòîðûå ñ ïîìîùüþ óðàâíå-
íèé (3.7), (3.9), èëè óðàâíåíèÿ (3.10) ìîãóò áûòü ïåðåíåñåíû íà îïè-
ñàíèå îñîáåííîñòåé êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ áîëü-
øèõ àìïëèòóä. Äëÿ ïðîñòîòû ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ôîêóñè-
ðîâêè ÷àñòèö â êîëüöàõ ñîâïàäàþò, äëèíû ñãóñòêîâ ìàëû ïî ñðàâíå-
íèþ ñ âåëè÷èíîé β-ôóíêöèè â ÌÂ (K(θ) = 2πδT (θ)), à êîãåðåíòíûå
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êîëåáàíèÿ îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì (3.10):

b′′ + g(θ)b =
4Ne2R0

pc
δT (θ)

∂Ut

∂b
. (3.25)

Çäåñü g(θ) êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé â ëþáîì
èç êîëåö. Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, äâèæåíèå, îïèñûâàåìîå óðàâíå-
íèåì (3.25), ãàìèëüòîíîâî. Îäíîé èç ïðè÷èí ýòîãî ÿâëÿåòñÿ áåçäèñ-
ñèïàòèâíîñòü ïîëåé âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ â ÌÂ. Äðóãàÿ � ñâÿçàíà ñ
ïðåäïîëîæåíèåì î æåñòêîñòè ñãóñòêîâ. Ïîñêîëüêó òàêèå ñãóñòêè íå
èìåþò âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, â çàäà÷å îòñóòñòâóåò çàòóõà-
íèå Ëàíäàó êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Äëÿ íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
÷àñòèö âîçìîæíûå íåãàìèëüòîíîâû ñëàãàåìûå â ýêâèâàëåíòàõ óðàâ-
íåíèÿ (3.25) ìîãëè áû áûòü îáóñëîâëåíû îõëàæäåíèåì ïó÷êîâ. Äëÿ
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé òàêèå äîáàâêè ìîãóò åùå ïîÿâèòüñÿ â (3.25)
èç-çà èñïîëüçîâàíèè â êîëüöàõ ñèñòåì ïîäàâëåíèÿ äèïîëüíûõ êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êîâ, êîòîðûå òàê, èëè èíà÷å, âíîñÿò áûñòðîå
çàòóõàíèå â äèïîëüíûå êîëåáàíèÿ. Åñëè æå ñèñòåìû ïîäàâëåíèÿ íå
èñïîëüçóþòñÿ, òî óðàâíåíèå (3.25) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ
ãàìèëüòîíèàíà. Ïîñëå êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ê ïåðåìåííûì
äåéñòâèå-óãîë íåâîçìóùåííûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé òàêîé ãàìèëü-
òîíèàí çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

H = νyI + δH, δH = −4Ne2

c
δT (θ)Ut, (3.26)

ãäå Ut îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (3.16). Êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå
îò ïåðåìåííûõ (b, pb′/R0) ê ïåðåìåííûì äåéñòâèå-óãîë (I, ψ) â ÌÂ
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè:

b =
√
Jβ0 cosψ, b

′ = −R0

√
J

β0
sinψ, I =

pJ

2
. (3.27)

Çäåñü ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî â ÌÂ äèñïåðñèîííûå ôóíêöèè êîëåö è
ïðîèçâîäíûå β′ ðàâíû íóëþ.

3.2. Ñäâèãè ÷àñòîò êîëåáàíèé êîðîòêèõ ñãóñòêîâ

Õîòÿ ïðÿìîå ðåøåíèå íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (3.25) çàòðóäíåíî,
ìàëîñòü âîçìóùåíèé â ÌÂ è ãàìèëüòîíîâîñòü äâèæåíèÿ ïîçâîëÿþò
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óñòàíîâèòü ìíîãèå âàæíûå îñîáåííîñòè êîëåáàíèé áîëüøèõ àìïëè-
òóä. Îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ ñëåäñòâèé ÿâëÿåòñÿ ïîÿâëåíèå àí-
ãàðìîíè÷íîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
â îòëè÷èå îò ëèíåéíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé, ÷àñòîòû êîëåáàíèé,
îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèåì (3.25), çàâèñÿò îò àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé. Ïîëüçóÿñü ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè (íàïðèìåð, â [4]), íà-
õîäèì, ÷òî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìåòîäà óñðåäíåíèé ñäâèã ÷àñòîòû
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

∆νy =
2

p

∫ 2π

0

dθdψ

(2π)2
∂δH

∂J
. (3.28)

Ïîäñòàâèâ ñþäà (3.26), (3.27) è (3.17), ïèøåì

∆νy = −4Ne2

πpc

∂b

∂J

∂Ut

∂b

= −4Ne2

πpc

√
β0

2
√
J

i

πΣ

∫
dkxdkyky

k2
e−k2/2

×
∫ 2π

0
cosψ exp

(
i
ky
√
Jβ0
Σ

cosψ

)
dψ

2π
.

Âîñïîëüçîâàâøèñü èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì ôóíêöèè Áåññåëÿ
ïåðâîãî ïîðÿäêà J1(x):∫ 2π

0

dψ

2π
cosψ exp

(
i
ky
√
Jβ0
Σ

cosψ

)
= iJ1

(
ky
√
Jβ0
Σ

)
,

ïîëó÷àåì

∆νy =
2Ne2

√
β0

πpcΣ
√
J

∫ 2π

0

dα

π
cosα

∫ ∞

0
exp

(
−k

2

2

)
J1 (ku) dk, (3.29)

ãäå α � ïîëÿðíûé óãîë (ky = k cosα), à

u =

√
Jβ0
Σ

cosα.

Ïðîñòîå èíòåãðèðîâàíèå â (3.29) ïî k è α:∫ ∞

0
dke−k2/2J1(ku) =

1− e−u2/2

u
,
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Σ√
Jβ0

1

π

∫ 2π

0
dα
(
1− exp

(
−q cos2 α

))
=

2Σ√
Jβ0

S,

S = 1− 1

2π

∫ 2π

0
dα exp (−q (1− cos 2α))

= 1− e−q

∫ π

0

dα

π
cosh (q cosα) = 1− e−qI0(q),

äàåò

∆νy = ξb
1− e−qI0(q)

q
, q =

Jβ0
4Σ2

, ξb =
Ne2β0
πpcΣ2

. (3.30)

Çäåñü I0(q) ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ìíèìîãî àðãóìåíòà. Âèäíî, ÷òî äëÿ
ìàëûõ àìïëèòóä êîëåáàíèé (q ≪ 1) è ìàëûõ çíà÷åíèé ξb ≪ 1 ñäâèã
÷àñòîòû ∆νy ñîâïàäàåò ñî ñäâèãîì ÷àñòîòû ëèíåéíûõ êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé, ðàññ÷èòàííûì ïî ôîðìóëå (3.21) âäàëè îò ïàðàìåòðè÷å-
ñêèõ ðåçîíàíñîâ. Ñ óâåëè÷åíèåì àìïëèòóäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
q → ∞ ôàêòîð e−qI0(q) â (3.30) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïîýòîìó â îá-
ëàñòè J ≫ 4Σ2/β0 ñäâèã ÷àñòîòû ∆νy óìåíüøàåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó
çàêîíó:

∆νy = ξb
4Σ2

Jβ0
. (3.31)

Ñðàâíåíèå ñäâèãîâ ÷àñòîò äëÿ êîãåðåíòíûõ è íåêîãåðåíòíûõ êî-
ëåáàíèé â ïðåäïîëîæåíèè, íàïðèìåð, î ñèììåòðèè ñòîëêíîâåíèé
(N1 = N2 = N , σ21 = σ22 = σ2, Σ2 = 2σ2, ðèñ. 4) ïîêàçûâàåò, ÷òî â ýê-
âèâàëåíòíûõ óñëîâèÿõ ñäâèãè ÷àñòîò êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïðåâû-
øàþò ñäâèãè ÷àñòîò íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé è ìåäëåííåå óáûâàþò
ñ ðîñòîì àìïëèòóä êîëåáàíèé.

Åñëè â ñòàëêèâàþùèõñÿ ïó÷êàõ îäíîâðåìåííî âîçáóæäåíû âåð-
òèêàëüíûå è ãîðèçîíòàëüíûå äèïîëüíûå êîëåáàíèÿ, òî îíè îïèñûâà-
þòñÿ óðàâíåíèÿìè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ ãàìèëüòîíèàíà

H = νyIy + νxIx + δH, δH = −4Ne2

c
δT (θ)Ut, (3.32)

ãäå

Ut(by, bx) =

∫
dkxdky
πk2

ϱt(kx, ky)e
ikyby+ikxbx , (3.33)
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü ñäâèãà ÷àñòîòû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé (âåðõíÿÿ ëè-
íèÿ) è íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé (íèæíÿÿ) îò àìïëèòóäû êîëåáàíèÿ. Ñèì-
ìåòðè÷íûå ñòîëêíîâåíèÿ

à by è bx ïðîåêöèè ïðèöåëüíîãî ïàðàìåòðà ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñò-
êîâ íà âåðòèêàëüíîå è ãîðèçîíòàëüíîå íàïðàâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî.
Â òàêîì ñëó÷àå, ñäâèãè ÷àñòîò âåðòèêàëüíûõ è ãîðèçîíòàëüíûõ êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé çàâèñÿò îò èõ àìïëèòóä îäíîâðåìåííî. Òàê, óâå-
ëè÷åíèå àìïëèòóäû ãîðèçîíòàëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé óìåíü-
øàåò ñðåäíþþ ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà ÷àñòèöû âñòðå÷íîãî ñãóñòêà
â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ýòî ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ñäâèãîâ
÷àñòîò êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ∆νy(Jy, Jx) è ∆νx(Jy, Jx) ïðè óâåëè-
÷åíèè àìïëèòóä ýòèõ êîëåáàíèé

√
Jyβ0 è

√
Jxβ0. Õîòÿ ÿâíûå âû-

ðàæåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ôóíêöèè ∆νy(Jy, Jx) è ∆νx(Jy, Jx) ìîãóò
îêàçàòüñÿ äîâîëüíî ñëîæíûìè, ñðàâíèòåëüíî ëåãêî âû÷èñëèòü èõ
ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ, íàïðèìåð, ∆νy(Jy, 0) (â óðàâíåíèè (3.30)) è
∆νy(0, Jx). Ïîñëåäíÿÿ ôóíêöèÿ íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

∆νy(Jy, Jx) = −
(
2

p

)
4Ne2

2πc

∂by
∂Jy

∂Ut

∂by
.
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Ïîëîæèâ çäåñü Jy → 0, ïèøåì

∆νy(0, Jx) =
2Ne2β0
2π2pcΣ2

∫
dkxdkyk

2
y

k2
e−k2/2J0

(
kx

√
Jxβ0
Σ

)
= ξb

∫ 2π

0

dα

π
sin2 α

∫ ∞

0
e−k2/2J0

(
k cosα

√
Jxβ0

Σ

)
kdk.

Êàê óæå óïîìèíàëîñü, èíòåãðàë

A =

∫ ∞

0
e−k2/2J0

(
k cosα

√
Jxβ0

Σ

)
kdk

âû÷èñëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè Áåññåëÿ â ðÿä Òýéëîðà ïî ñòå-
ïåíÿì àðãóìåíòà. Ðåçóëüòàò çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

A = exp

(
−Jxβ0 cos

2 α

2Σ2

)
.

Ïîýòîìó ïîëó÷àåì

∆νy(0, Jx) = ξb

∫ 2π

0
sin2 α exp

(
−Jxβ0 cos

2 α

2Σ2

)
dα

π
.

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåïåðü îäíèì èç èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé
ôóíêöèé Áåññåëÿ ìíèìîãî àðãóìåíòà

Im(z) =
1

π

∫ π

0
ez cos θ cos(mθ)dθ,

ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ

∆νy(0, Jx) = ξbe
−qx (I0 (qx) + I1 (qx)) , qx =

Jxβ0
4Σ2

. (3.34)

Ôîðìóëû (3.30) è (3.34) îòîáðàæàþò îñè Jx = 0 è Jy = 0 ïëîñêî-
ñòè àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé (Jx, Jy) â íåêîòîðûå ëèíèè â
ïëîñêîñòè ÷àñòîò êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé (νx, νy). Ïîñêîëüêó ñäâèãè
÷àñòîò íå ïðåâûøàþò ξb, âñå âîçìîæíûå ÷àñòîòû êîãåðåíòíûõ êî-
ëåáàíèé ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñòêîâ íàõîäÿòñÿ âíóòðè îáëàñòè, îãðà-
íè÷åííîé ýòèìè ëèíèÿìè. Òàêóþ îáëàñòü ïðèíÿòî íàçûâàòü ñëåäîì
ïó÷êà (â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå � footprint) â ïðîñòðàíñòâå ÷àñòîò
êîëåáàíèé. Äëÿ ïó÷êîâ ñ ãàóññîâûì ðàñïðåäåëåíèåì ïîïåðå÷íûõ êî-
îðäèíàò è êðóãëûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì òàêîé ñëåä â ïëîñêîñòè
(νx, νy) âûòÿíóò âäîëü ëèíèè ðàçíîñòíîãî ðåçîíàíñà νy = νx è ñèì-
ìåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ýòîé ëèíèè (ðèñ. 5).

41



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

(ν
y-ν

0)/
ξ b

(ν
x
-ν

0
)/ξ

b

Ðèñ. 5. Ñëåä äâóìåðíûõ äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñòàëêèâàþ-
ùèõñÿ ñãóñòêîâ, îïèñàííûõ â òåêñòå

3.3. Ðåçîíàíñíûå êðèâûå äèïîëüíûõ êîëåáàíèé

âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ

Êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ ìîãóò èçó÷àòüñÿ, ðàñ-
êà÷èâàÿ êîëåáàíèÿ îäíîãî èç ïó÷êîâ è èçìåðÿÿ àìïëèòóäû êîëåáà-
íèé ïó÷êà ïàðòíåðà. Âçàèìîäåéñòâèå ïó÷êîâ â ÌÂ ñäâèãàåò ÷àñòîòû
êîëåáàíèé ÷àñòèö è êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îòíîñèòåëüíî èõ íåâîç-
ìóùåííûõ çíà÷åíèé. Âåëè÷èíà òàêîãî ñäâèãà çàâèñèò îò çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ñãóñòêîâ ξ. Ïîýòîìó, èçìå-
ðÿÿ, íàïðèìåð, ñïåêòðû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ,
òî åñòü çàâèñèìîñòè àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ îò
÷àñòîòû âîçìóùàþùåé ñèëû, ìîæíî óñòàíàâëèâàòü âåëè÷èíû ïàðà-
ìåòðîâ ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ñãóñòêîâ. Èçìåðåíèå ñïåêòðîâ äè-
ïîëüíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ ëèøü
ïðîñòåéøèõ îòêëîíÿþùèõ ñèñòåì (äåôëåêòîðîâ) è äèôôåðåíöèàëü-
íûõ ïèêàï-ýëåêòðîäîâ. Â ñèëó ñâîåé ïðîñòîòû, ýòîò êëàññ èçìåðåíèé
÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ è îïèñûâàåòñÿ â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ. Â òåîðèè êîëåáàíèé èçìåðÿåìàÿ ïðè
ýòîì çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé îò ÷àñòîòû
ðàñêà÷êè íàçûâàåòñÿ ðåçîíàíñíîé êðèâîé. Ïîýòîìó èçìåðåíèÿ ñïåê-
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òðîâ êîëåáàíèé âñåãäà ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ èõ ðåçîíàíñíûõ êðè-
âûõ.

Íàèáîëåå ïðîñòî âûãëÿäèò ðåçîíàíñíàÿ êðèâàÿ ëèíåéíîãî îñöèë-
ëÿòîðà. Ýòî � ïëàâíàÿ êðèâàÿ, êîòîðàÿ èìååò ïèê íà ÷àñòîòå îñöèë-
ëÿòîðà. Òàêàÿ êðèâàÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ðåçîíàíñíîé ÷àñòî-
òû. Êàê ìû âèäåëè, èç-çà íåëèíåéíîñòåé ïîëåé â ÌÂ ñäâèãè ÷àñòîò
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ ìîãóò ñóùåñòâåííî çàâè-
ñåòü îò àìïëèòóä ýòèõ êîëåáàíèé. Òàêàÿ çàâèñèìîñòü ñóùåñòâåííî
èñêàæàåò õîä è ôîðìó ðåçîíàíñíîé êðèâîé. Áëàãîäàðÿ çàâèñèìîñòè
÷àñòîò îò àìïëèòóä ðàñêà÷êà êîëåáàíèé ñîïðîâîæäàåòñÿ ðàññòðîé-
êîé ÷àñòîò îñöèëëÿòîðà è âîçìóùàþùåé ñèëû è âûõîäîì îñöèëëÿ-
òîðà èç ðåçîíàíñà. Ðîñò àìïëèòóäû êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ïðè ýòîì
ïðåêðàùàåòñÿ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåçîíàíñíûõ êðèâûõ äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êî-
ëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåõíèêîé, îïèñàííîé â
[4]. Ìû óïðîñòèì âû÷èñëåíèÿ ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ÷àñòîòà âíåøíåé
ñèëû, ðàñêà÷èâàþùåé ñãóñòêè, íå âõîäèò â çàïðåùåííóþ ïîëîñó ÷à-
ñòîò äèïîëüíûõ êîëåáàíèé, à íå ïðèáëèæåíà ê ÷àñòîòàì íåëèíåé-
íûõ ðåçîíàíñîâ n/m, ãäå n è m � âçàèìíî ïðîñòûå, ïîëîæèòåëü-
íûå ÷èñëà. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ïðîâåäåì ðàñ÷åòû äëÿ âåðòèêàëü-
íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Ïóñòü µ � áåçðàçìåðíàÿ ÷àñòîòà ðàñêà÷-
êè. Åñëè äåìïôèðîâàíèå êîëåáàíèé îòñóòñòâóåò, òî âáëèçè ðåçîíàíñà
νy − µ ≃ n è â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìåòîäà óñðåäíåíèé îòíîñèòåëü-
íûå êîëåáàíèÿ ñãóñòêîâ îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

J ′ = Q
√
J sinw, w′ = ε+ ξb

1− e−qI0(q)

q
+

Q

2
√
J
cosw. (3.35)

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè îïðåäåëåíèÿ (3.27) è (3.30), ε = νy − µ − n,
w = ψ − (n + µ)θ � ìåäëåííàÿ ôàçà âáëèçè ðåçîíàíñà, à âåëè÷èíà
Q ïðîïîðöèîíàëüíà àìïëèòóäå ðàñêà÷èâàþùåé êîëåáàíèÿ ñèëû (íà-
ïðèìåð, ñì. â [4]). Óðàâíåíèÿ (3.35) îïðåäåëÿþò òî÷êè ðàâíîâåñèÿ
w = 0, π è

ε(±) = −ξb
1− e−qI0(q)

q
∓ Q

2
√
J
. (3.36)

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â íåÿâíîé ôîðìå çàäàåò ðåçîíàíñíóþ êðèâóþ
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ. Êàê è âîîáùå äëÿ íåëè-
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Ðèñ. 6. Ïðèìåð ðåçîíàíñíîé êðèâîé äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
âñòðå÷íûõ äâóõ ñãóñòêîâ. Ñèììåòðè÷íûå ñòîëêíîâåíèÿ, äåìïôèðîâàíèÿ
êîëåáàíèé íåò, ξb = 0.1, Q = 0.05

íåéíûõ êîëåáàíèé, ðåçîíàíñíàÿ êðèâàÿ íåñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëü-
íî òî÷êè ε = 0, èëè îòíîñèòåëüíî òî÷êè ε = −ξb (ðèñ. 6) Îíà ñîñðå-
äîòî÷åíà âáëèçè òàê íàçûâàåìîé ñêåëåòíîé êðèâîé

ε(±) = −ξb
1− e−qI0(q)

q
. (3.37)

Âáëèçè òî÷êè ε = 0 àìïëèòóäû ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé íåîãðàíè-
÷åííî ðàñòóò ïî çàêîíó J ≃ (Q/2ε)2. Íà ðåçîíàíñíîé êðèâîé, èçîá-
ðàæåííîé íà ðèñ. 6, ëèíèè ABG è CED ñîäåðæàò öåíòðû ñåïàðàòðèñ
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé, à ëèíèÿ CF � ñåäëîâûå òî÷êè ýòèõ ñåïà-
ðàòðèñ (òî÷êè íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ; [4]). Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
ðåçîíàíñíàÿ êðèâàÿ èçìåðÿåòñÿ íåïðåðûâíûì èçìåíåíèåì ÷àñòîòû
ðàñêà÷êè, ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ àìïëèòóäû êîëåáàíèé çàâèñèò îò íà-
ïðàâëåíèÿ èçìåíåíèÿ ýòîé ÷àñòîòû. Åñëè â ïðîöåññå èçìåðåíèÿ âåëè-
÷èíà ε óâåëè÷èâàåòñÿ, òî àìïëèòóäû ñòàöèîíàðíûõ êîãåðåíòíûõ êî-
ëåáàíèé áóäóò ñëåäîâàòü êðèâîé ABCED. Â òî÷êå B ïðîèñõîäèò ñðûâ
àìïëèòóäû. Ïðè îáðàòíîì íàïðàâëåíèè èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû ðàñêà÷êè
àìïëèòóäû êîëåáàíèé ñëåäóþò ëèíèÿì DEFGBA. Ïîñëå ïðîõîæäå-
íèÿ òî÷êè E àìïëèòóäà ñêà÷êîì âûðàñòàåò äî î÷åíü áîëüøîãî çíà÷å-
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íèÿ, êîòîðîå â òàêîì èçìåðåíèè îïðåäåëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿ
÷àñòîòû ðàñêà÷êè. Ïåðèîäè÷åñêîå èçìåíåíèå ÷àñòîòû â äèàïàçîíå
AD ïðèâåäåò ê ïåðèîäè÷åñêîìó èçìåíåíèþ àìïëèòóäû ñëåäóÿ ëèíè-
ÿì ABCED è DEFGBA. Òàêàÿ çàâèñèìîñòü àìïëèòóä âûíóæäåííûõ
êîëåáàíèé îò íàïðàâëåíèÿ èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû ðàñêà÷êè íàçûâàåò-
ñÿ ãèñòåðåçèñîì íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé. Ýòî ÿâëåíèå îòñóòñòâóåò ó
ëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ.

Îïèñàííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî èçìåðåíèÿ ðåçîíàíñíûõ
êðèâûõ ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü çíà÷åíèå âåëè÷èíû ξb. Ïðàâäà, èíòåð-
ïðåòàöèÿ ðåçóëüòàòîâ òàêèõ èçìåðåíèé òðåáóåò îò÷åòëèâîãî çíàíèÿ
âñåõ ïîëåé, äåéñòâóþùèõ íà âñòðå÷íûå ñãóñòêè.

Äåìïôèðîâàíèå êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ ïðèâîäèò ê ïî-
ÿâëåíèþ êîíå÷íûõ òî÷åê ðåçîíàíñíîé êðèâîé. Åñëè âíîñèìûé äåêðå-
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Ðèñ. 7. Ïðèìåð ðåçîíàíñíîé êðèâîé äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
âñòðå÷íûõ äâóõ ñãóñòêîâ. Ñèììåòðè÷íûå ñòîëêíîâåíèÿ, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ
� (Jf/ϵ) = 50, ïóíêòèðíàÿ � (Jf/ϵ) = 5, ξb = 0.1, Q = 0.05

ìåíò êîëåáàíèé ðàâåí Λ, òî àìïëèòóäû âûíóæäåííûõ êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé íå ìîãóò ïðåâûøàòü (ðèñ. 7) çíà÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå
âåëè÷èíå

J ≤ Jf =

(
Q

Λ

)2

. (3.38)
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Óâåëè÷åíèå äåêðåìåíòîâ çàòóõàíèÿ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îñëàá-
ëÿåò ãèñòåðåçèñíûå ÿâëåíèÿ â ñïåêòðàõ êîëåáàíèé (íàïðèìåð, ïóíê-
òèðíàÿ êðèâàÿ íà ðèñ. 7).

3.4. Ðåçîíàíñû

Ìîäóëÿöèè ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ ôàçàìè
êîëåáàíèé ïðèâîäèò ê âîçìîæíîñòè ïðîÿâëåíèÿ â êîãåðåíòíîì äâè-
æåíèè ìíîãî÷èñëåííûõ íåëèíåéíûõ ðåçîíàíñîâ. Â ïðîñòðàíñòâå ÷à-
ñòîò êîëåáàíèé òàêèå ðåçîíàíñû ìîãóò áûòü îäíîìåðíûìè (íàïðè-
ìåð, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ νy ≃ n/m, ãäå n è m � öåëûå ÷èñëà),
èëè äâóìåðíûìè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ðåçîíàíñíîå óñëîâèå çàïèñû-
âàåòñÿ â âèäå:

myνy +mxνx = n, (3.39)

ãäå my, mx è n � öåëûå. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, âçàèìîäåéñòâèå ñãóñò-
êîâ â ÌÂ ìîæåò ïðèâîäèòü ê çàìåòíîé íåëèíåéíîñòè êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ. Â ÷àñòíîñòè, ýòî âûðàæàåòñÿ â çàâè-
ñèìîñòè ÷àñòîò êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îò èõ àìïëèòóä. Åñëè â ïó÷-
êàõ âîçáóæäåíî îäíîìåðíîå êîëåáàíèå (íàïðèìåð, â âåðòèêàëüíîì
íàïðàâëåíèè), òî â îòñóòñòâèå äðóãèõ èñòî÷íèêîâ íåëèíåéíîñòè ôî-
êóñèðîâêè è ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ÷àñòîòû íåâîçìóùåííûõ êîëå-
áàíèé ν

(0)
y , íîìåðå ðåçîíàíñíîé ãàðìîíèêè n, à òàêæå ïîðÿäêå ðå-

çîíàíñà m ðåçîíàíñíîå óñëîâèå áóäåò âûïîëíåíî ëèøü äëÿ îäíîãî
çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû êîëåáàíèé

∆νy(Jy,s) =
n

m
− ν(0)y . (3.40)

Äëÿ ïó÷êîâ ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìè çàðÿäîâ âåëè÷èíà∆νy(Jy)
ïîëîæèòåëüíà. Ïîýòîìó ðåçîíàíñíîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ òåõ
çíà÷åíèé ν(0)y , êîòîðûå ðàñïîëîæåíû íèæå îòíîøåíèÿ n/m. Â îêðåñò-
íîñòè ðåçîíàíñà (3.40) ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé ðàññëàèâàåòñÿ. Ôàçîâûå òðàåêòîðèè â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçî-
ñòè Jy,s ñîîòâåòñòâóþò ôèíèòíûì êîëåáàíèÿì ïî ôàçàì â ïðåäåëàõ
∆ψy ≃ 2π/m, à ôàçîâûå òðàåêòîðèè êîëåáàíèé, êîòîðûå äîñòàòî÷-
íî äàëåêî óäàëåíû îò Jy,s, ñîîòâåòñòâóþò èíôèíèòíîìó óâåëè÷åíèþ
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ôàç êîëåáàíèé (ëèáðàöèè). Ôèíèòíûå è èíôèíèòíûå ôàçîâûå òðà-
åêòîðèè ðàçäåëåíû ñåïàðàòðèñàìè. Øèðèíû ñåïàðàòðèñ ïî àìïëè-
òóäàì êîëåáàíèé îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè ãàðìîíèê ïîòåíöèàëà
(Ut)m (ìîùíîñòÿìè ðåçîíàíñîâ) è çíà÷åíèÿìè ñäâèãîâ ÷àñòîò êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé ∆νy(Jy). Â îòñóòñòâèå äåìïôèðîâàíèÿ êîãåðåíò-
íûõ êîëåáàíèé ôàêò ïîïàäàíèÿ êîëåáàíèÿ â ñåïàðàòðèñó èëè â ëèá-
ðàöèîííóþ îáëàñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíû-
ìè óñëîâèÿìè. Åñëè êîëåáàíèÿ ñãóñòêîâ äåìïôèðóþòñÿ, íî äåêðå-
ìåíòû çàòóõàíèÿ êîëåáàíèé ìàëû, ÷òîáû ðàçðóøèòü ñåïàðàòðèñû,
òî ïðè ïîïàäàíèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé âíóòðü ñåïàðàòðèñû êîëåáà-
íèÿ ñãóñòêîâ áóäóò çàòóõàòü ê åå öåíòðó. Â ýòîì æå ñëó÷àå, íî ïðè
ïîïàäàíèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé â ëèáðàöèîííóþ îáëàñòü êîëåáàíèÿ
ñãóñòêîâ ìîãóò áûòü çàõâà÷åíû â ñåïàðàòðèñó, èëè ïðîéòè åå è ïðî-
äîëæèòü çàòóõàíèå ê çàìêíóòîé îðáèòå. Ðåàëèçàöèÿ òîé, èëè èíîé
âîçìîæíîñòè çàâèñèò îò êîíêðåòíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ýòî ïðî-
èñõîäèò èç-çà íàðóøåíèÿ ãàìèëüòîíîâîñòè êîëëåêòèâíîãî äâèæåíèÿ
ñãóñòêîâ äåìïôèðóþùåé ñèñòåìîé.

Òàêàÿ ïðîñòàÿ êàðòèíà èçìåíåíèÿ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà êîëå-
áàíèé âîçìîæíà òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà â îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñà
(3.40) íå îêàçûâàåòñÿ íè îäíîãî äðóãîãî ïîäîáíîãî ðåçîíàíñà. Åñ-
ëè ýòî íå òàê, òî êîëåáàíèÿ âáëèçè òàêèõ ðåçîíàíñîâ âëèÿþò äðóã
íà äðóãà. Ýòî ïðèâîäèò ê áîëåå ñëîæíûì èçìåíåíèÿì ôàçîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ. Îïèñàíèå ïðîìåæóòî÷íûõ
ñëó÷àåâ ñáëèæåíèÿ ðåçîíàíñîâ, âîîáùå, ñëîæíî è, êàê ïðàâèëî, òðå-
áóåò ïðèâëå÷åíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Ìîæíî, îäíàêî, óòâåðæäàòü,
÷òî óâåëè÷åíèå ïåðåêðûòèÿ ñåïàðàòðèñ áîëüøîãî ÷èñëà ðåçîíàíñîâ
ïðèâîäèò ñíà÷àëà ê îáðàçîâàíèþ âáëèçè ñåïàðàòðèñ òàê íàçûâàåìûõ
ñòîõàñòè÷åñêèõ ñëîåâ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, à çàòåì ê ñòîõàñòèçà-
öèè êîëåáàíèé â îáëàñòÿõ, çàíÿòûõ ñåïàðàòðèñàìè. Â òàêèõ óñëîâè-
ÿõ äâèæåíèå îñöèëëÿòîðîâ ïðèîáðåòàåò ñëó÷àéíûé õàðàêòåð, à åãî
àäåêâàòíîå îïèñàíèå äîñòèãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî
óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà (íàïðèìåð, â [19]).

Ïðè âîçáóæäåíèè â ñãóñòêàõ äâóìåðíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
èç-çà çàâèñèìîñòåé ÷àñòîò êîëåáàíèé îò èõ àìïëèòóä ðåçîíàíñíûå
óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ íà íåêîòîðîé ëèíèè â ïðîñòðàíñòâå àìïëèòóä
(Jx, Jy). Íàïðèìåð, óñëîâèå îäíîìåðíîãî ðåçîíàíñà (3.40) çàïèñûâà-
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åòñÿ â âèäå
∆νy(Jx, Jy) =

n

m
− ν(0)y . (3.41)

Ïîýòîìó âåðòèêàëüíûå è ãîðèçîíòàëüíûå êîëåáàíèÿ ñãóñòêîâ îêàçû-
âàþòñÿ ñâÿçàííûìè. Êàê è â ìîäåëè ñëàáî-ñèëüíîãî ñãóñòêîâ, òàêàÿ
ñâÿçü ìîæåò ïðèâîäèòü ê äðåéôó êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âäîëü ëè-
íèè ðåçîíàíñà. Â ÷àñòíîñòè, äåìïôèðîâàíèå êîëåáàíèé âäîëü îäíîé
èç ñòåïåíåé ñâîáîäû ïðè ïîäõîäÿùåì íàêëîíå ðåçîíàíñíîé êðèâîé
áóäåò ïðèâîäèòü ê óâåëè÷åíèþ àìïëèòóä êîëåáàíèé â ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîì íàïðàâëåíèè.

Äî ñèõ ïîð ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî äëèíû ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñò-
êîâ ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ çíà÷åíèåì β-ôóíêöèè â ÌÂ. Â òàêèõ óñëî-
âèÿõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü íàáåãàìè ôàç êîëåáàíèé íà ýôôåêòèâíîé
äëèíå ÌÂ. Åñëè ýòî íå òàê, òî èíòåðôåðåíöèÿ âîçìóùåíèé ñãóñòêîâ
âäîëü ÌÂ, â öåëîì, óìåíüøàåò ìîùíîñòè ðåçîíàíñîâ âûñîêèõ ïî-
ðÿäêîâ, äåéñòâóþùèå íà êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ.
Îäíîâðåìåííî, âçàèìîäåéñòâèå ñãóñòêîâ ñòàíîâèòñÿ ÷óâñòâèòåëüíûì
ê çíà÷åíèÿì ôàç ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé, â êîòîðûõ ñòàëêèâàþò-
ñÿ ñãóñòêè. Ïîýòîìó, íàðÿäó ñ ðåçîíàíñàìè áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé
(3.39) � (3.41), êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ñãóñòêîâ ìîãóò âîçìóùàòüñÿ
ñèíõðîáåòàòðîííûìè ðåçîíàíñàìè, íàïðèìåð,

myνy +msνs = n, (3.42)

ãäå ms � öåëîå ÷èñëî. Õàðàêòåð èçìåíåíèé ìîùíîñòåé ðåçîíàíñîâ â
òàêèõ ñëó÷àÿõ çàâèñèò îò ãåîìåòðèè ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé ñãóñòêîâ â
ÌÂ (ïîäðîáíåå ñì. â [4]).

4. Ìóëüòèïîëüíûå êîëåáàíèÿ âñòðå÷íûõ

ïó÷êîâ

Áîëåå ïîñëåäîâàòåëüíîå îïèñàíèå íåóñòîé÷èâîñòè âñòðå÷íûõ ïó÷-
êîâ äîñòèãàåòñÿ âû÷èñëåíèåì ñàìîñîãëàñîâàííûõ èçìåíåíèé ôóíê-
öèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñòêîâ èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ
Âëàñîâà, èëè, åñëè ýòî íåîáõîäèìî, òî óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà.
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Êàê è ïðåæäå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äâà êîðîòêèõ ñãóñòêà ñòàë-
êèâàþòñÿ â îäíîì ìåñòå âñòðå÷è, äâèãàÿñü â ïðîòèâîïîëîæíûõ íà-
ïðàâëåíèÿõ. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî, ïðîéäÿ ìåñòî âñòðå÷è, ñãóñòêè äâè-
æóòñÿ â ðàçäåëüíûõ êîëüöàõ. Äëÿ ïðîñòîòû ïðèìåì, ÷òî çíà÷åíèÿ
äèñïåðñèîííûõ ôóíêöèé îðáèò, à òàêæå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ β-
ôóíêöèé âåðòèêàëüíûõ (y) è ãîðèçîíòàëüíûõ (x) áåòàòðîííûõ êîëå-
áàíèé ïî àçèìóòó â ÌÂ ðàâíû íóëþ. Â òàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ âáëèçè
ÌÂ ÷àñòèöû ñãóñòêîâ ñîâåðøàþò áåòàòðîííûå êîëåáàíèÿ, êîòîðûå
îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëàìè

y =
√
Jyβy cosψy, py =

py′

R0
= −p

√
Jy
βy

sinψy,

x =
√
Jxβx(s) cosψx, px =

px′

R0
= −p

√
Jx
βx

sinψx, (4.1)

Ix,y =
pJx,y
2

, ψ′
x,y = ν(0)x,y.

Çäåñü ïàðû (I, ψ)x,y îáîçíà÷àþò ïåðåìåííûå äåéñòâèå-óãîë íåâîçìó-
ùåííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö, Π = 2πR0 � ïåðèìåòð çàìêíóòîé îðáèòû,
s = R0θ � ïóòü, ïðîéäåííûé ÷àñòèöåé ê àçèìóòó θ, øòðèõè îáîçíà-
÷àþò ïðîèçâîäíûå d/dθ, p = γMc � çíà÷åíèå èìïóëüñà ðàâíîâåñíîé
÷àñòèöû ñãóñòêà, âåëè÷èíû βx,y � çíà÷åíèÿ β-ôóíêöèé ãîðèçîíòàëü-
íûõ, âåðòèêàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö â ÌÂ. Ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî äëèíû ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñòêîâ (σs) ñóùåñòâåííî êîðî÷å
çíà÷åíèé βx,y ñãóñòêîâ (σs ≪ βx,y). Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû ïðåíåáðå-
æåì â íàøèõ âû÷èñëåíèÿõ âîçìîæíîñòüþ ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé
÷àñòèö â ñãóñòêàõ. Â ïåðåìåííûõ äåéñòâèå-óãîë íåâîçìóùåííûå áå-
òàòðîííûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèö îïèñûâàþòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì

H0 = ν(0)x Ix + ν(0)y Iy. (4.2)

Â ìåñòå âñòðå÷è êîëåáàíèÿ ÷àñòèö âîçìóùàþòñÿ ïîëÿìè âñòðå÷íî-
ãî ñãóñòêà. Ïîìå÷àÿ ñòàëêèâàþùèåñÿ ñãóñòêè ñèìâîëàìè (1) è (2),
ìû áóäåì îïèñûâàòü ýòè âîçìóùåíèÿ ëàãðàíæèàíàìè L1,2 è, ñîîò-
âåòñòâåííî, L2,1. Íàïðèìåð, ìû áóäåì îïèñûâàòü êîëåáàíèÿ ÷àñòèö
ñãóñòêà (1) ãàìèëüòîíèàíîì

H1 = H0 − L1,2, (4.3)
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à ñãóñòêà (2) � ãàìèëüòîíèàíîì

H2 = H0 − L2,1. (4.4)

Äëÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö (γ ≫ 1) ìû ìîæåì âû÷èñëÿòü ïîëÿ ïðî-
ñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñòêîâ â ëîêàëüíîì ïðè-
áëèæåíèè. Ïîýòîìó, íàïðèìåð, äëÿ L1,2 ïèøåì:

L1,2(I, ψ, θ) = −2N2e1e2
πω0

∫
dkxdky
k2x + k2y

exp (ikr) (4.5)

×
∫
d2I1d

2ψ1δ (s− s2) exp (−ikr1) f (2) (I1, ψ1, θ) ,

ãäå kr = kxx(I, ψ, θ) + kyy(I, ψ, θ), à N2e2, èëè N1e1 � çàðÿäû ñãóñò-
êîâ (2), èëè, ñîîòâåòñòâåííî, (1), èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåìó
ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó âñòðå÷íîãî ñãóñòêà. Äëÿ êîðîòêèõ ñãóñòêîâ
(βx,y ≫ σs) íåóñòîé÷èâîñòè âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòà-
òîì äåéñòâèÿ íà ÷àñòèöû ñåðèé êîðîòêèõ, ïåðèîäè÷åñêèõ òîë÷êîâ.
Åñëè, ê òîìó æå, çàðÿäû ÷àñòèö ñãóñòêà (1) è (2) ïðîòèâîïîëîæíû
e1e2 = −e2, òî òàêèå âîçìóùåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ëàãðàíæèàíàìè âèäà:

L1,2(I, ψ, θ) =
N2e

2

πc
δT (θ)

∫
dkxdky
k2x + k2y

exp (ikr) (4.6)

×
∫
d2I1d

2ψ1 exp (−ikr1) f (2) (I1, ψ1, θ) .

Çäåñü δT (θ) � ïåðèîäè÷åñêàÿ δ-ôóíêöèÿ

δT (θ) =
1

2π

∞∑
n=−∞

einθ, (4.7)

à f (2) (I1, ψ1, θ) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ñãóñòêà (2). Àíàëî-
ãè÷íî, âîçìóùåíèÿ ÷àñòèö ñãóñòêà (2) áóäåì îïèñûâàòü ëàãðàíæèà-
íîì:

L2,1(I, ψ, θ) =
N1e

2

πc
δT (θ)

∫
dkxdky
k2x + k2y

exp (ikr) (4.8)

×
∫
d2I1d

2ψ1 exp (−ikr1) f (1) (I1, ψ1, θ) ,
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â êîòîðîì f (1) (I1, ψ1, θ) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ñãóñòêà (1).
Â ïðåíåáðåæåíèè îõëàæäåíèåì ñãóñòêîâ è âîçìóùåíèÿìè êîëå-

áàíèé ÷àñòèö äåéñòâèåì ñëó÷àéíûõ ïîëåé èçìåíåíèÿ ôóíêöèé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ f (1,2) îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé Âëàñîâà

∂f (1)

∂θ
+ ν

(0)
x1

∂f (1)

∂ψx
+ ν

(0)
y1

∂f (1)

∂ψy
− [L1,2; f

(1)] = 0 (4.9)

è
∂f (2)

∂θ
+ ν

(0)
x2

∂f (2)

∂ψx
+ ν

(0)
y2

∂f (2)

∂ψy
− [L2,1; f

(2)] = 0, (4.10)

ãäå, íàïðèìåð,

[L1,2; f
(1)] =

∂L1,2

∂Ix

∂f (1)

∂ψx
− ∂L1,2

∂ψx

∂f (1)

∂Ix
(4.11)

+
∂L1,2

∂Iy

∂f (1)

∂ψy
− ∂L1,2

∂ψy

∂f (1)

∂Iy

� ñêîáêà Ïóàññîíà ôóíêöèé L1,2 è f (1).
Íàïîìíèì, ÷òî â òåîðèè ëèíåéíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñîñòî-

ÿíèÿ ñãóñòêà áåç êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè
ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò ôàç êîëåáàíèé ÷àñòèö ψx, ψy.
Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïèøóò

f (1,2) = f
(1,2)
0 (I), I = {Ix, Iy} . (4.12)

Â òàêîì ñëó÷àå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè f (1,2)0 (I) íîð-
ìèðîâàíû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì∫

d2If
(1,2)
0 (I) = 1. (4.13)

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì, ÷òî ñãóñòîê (1) ïðîõîäèò ÌÂ â ïîëî-
æèòåëüíîì, à ñãóñòîê (2) � â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ýòèì, ïðîäîëüíûå êîîðäèíàòû ÷àñòèö â ñãóñòêàõ áóäåì
çàïèñûâàòü â âèäå z1,2 = s∓R0θ, ãäå θ = ω0t, à ω0 � ÷àñòîòà îáðàùå-
íèÿ âäîëü çàìêíóòîé îðáèòû ñèíõðîííîé ÷àñòèöû ñãóñòêà.
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Êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ñãóñòêîâ îïèñûâàþòñÿ ìàëûìè äîáàâêà-
ìè ê f0, êîòîðûå çàâèñÿò îò âðåìåíè t è îò ôàç íåêîãåðåíòíûõ êîëå-
áàíèÿ ÷àñòèö. Ïèøåì

f (1,2) = f
(1,2)
0 (I) + δf (1,2), (4.14)

ãäå

δf (1,2) =
∑
m

f (1,2)m (I, θ) exp (imxψx + imyψy) , m = {mx,my} . (4.15)

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà óðàâíåíèÿ äëÿ ãàðìîíèê f (1,2)m (I, θ) ðàçäåëåíû,
íîìåðà ãàðìîíèê mx è my îïðåäåëÿþò íîìåðà ìóëüòèïîëüíîñòè ìîä
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ. Òàê, íàáîðó |mx| + |my| = 1 ñîîò-
âåòñòâóþò äèïîëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ, íàáîðó |mx|+ |my| = 2
� êâàäðóïîëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ è òàê äàëåå. Ïðè èçó÷å-
íèè íåóñòîé÷èâîñòåé èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ ïó÷êîâ ñ îêðóæàþùèìè
ýëåêòðîäàìè íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà êîëåáàíèé âûñøåé ìóëüòèïîëüíî-
ñòè ïîÿâëÿåòñÿ êðàéíå ðåäêî. Íàîáîðîò, ïðè èçó÷åíèè óñòîé÷èâîñòè
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ òèïè÷íûì ÿâëÿåòñÿ íåîá-
õîäèìîñòü ó÷åòà êàê äèïîëüíûõ êîëåáàíèé, òàê è êîëåáàíèé âûñøèõ
ìóëüòèïîëüíîñòåé. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñëåäóåò ó÷èòûâàòü êàê ïðè
ðàñ÷åòàõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ, òàê è ïðè ïëà-
íèðîâàíèè è ïðîâåäåíèè èçìåðåíèé èõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé.

Åñëè àìïëèòóäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé íåâåëèêè, òî àìïëèòó-
äû f

(1,2)
m ìîãóò âû÷èñëÿòüñÿ ðåøåíèåì ñèñòåì óðàâíåíèé, êîòîðûå

ïîëó÷àþòñÿ ëèíåàðèçàöèåé óðàâíåíèé Âëàñîâà (4.9) è (4.10) âáëè-

çè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé f (1,2)0 (I). Ïîñêîëüêó ëàãðàíæèàíû L1,2 è
L2,1 ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèîíàëàìè ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ
f (1,2), ïèøåì

L1,2 = L
(0)
1,2 + δL1,2, L2,1 = L

(0)
2,1 + δL2,1. (4.16)

Çäåñü

L
(0)
1,2 =

N2e
2

πc
δT (θ)

∫
dkxdky
k2x + k2y

exp (ikr) (4.17)

×
∫
d2I1d

2ψ1 exp (−ikr1) f (2)0 (I1) ,
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L
(0)
2,1 =

N1e
2

πc
δT (θ)

∫
dkxdky
k2x + k2y

exp (ikr) (4.18)

×
∫
d2I1d

2ψ1 exp (−ikr1) f (1)0 (I1) ,

à, íàïðèìåð,

δL1,2 =
N2e

2

πc
δT (θ)

∫
dkxdky
k2x + k2y

exp (ikr) (4.19)

×
∫
d2I1d

2ψ1 exp (−ikr1 + imxψ1x + imyψ1y) f
(2)
m (I1, ψ1, θ) .

Êàê âèäíî èç óðàâíåíèé (4.17) è (4.18), ôóíêöèè L(0)
1,2 è L

(0)
2,1 çàâèñÿò

íå òîëüêî îò ïåðåìåííûõ äåéñòâèå ÷àñòèöû (I), íî òàêæå îò ïåðåìåí-
íûõ ôàçà (ψ) è îò âðåìåíè θ. Ïîýòîìó, äàæå â îòñóòñòâèå êîãåðåíò-
íûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ, ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (4.9) è (4.10) ÿâëÿþò-
ñÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, çàâèñÿùèå îò ôàç êîëåáàíèé è âðåìåíè.
Òàêèå çàâèñèìîñòè îòðàæàþò èçìåíåíèÿ ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñòàë-
êèâàþùèõñÿ ñãóñòêîâ ïîëÿìè ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà èõ ïàðòíå-
ðîâ â ÌÂ. Íàïîìíèì, ÷òî àíàëîãè÷íûå èçìåíåíèÿ ôóíêöèé ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðèñóòñòâóþò è ïðè ðåøåíèè çà-
äà÷ î êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèÿõ ïó÷êîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ îêðó-
æàþùèìè ýëåêòðîäàìè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ïó÷êà óäàåòñÿ óïðîñòèòü,
èñïîëüçóÿ ïðåäïîëîæåíèå î ñëàáîé íåëèíåéíîñòè íàâåäåííûõ ïîëåé
è î óäàëåííîñòè ðàáî÷åé òî÷êè ïî ÷àñòîòàì êîëåáàíèé ÷àñòèö îò
îïàñíûõ íåëèíåéíûõ ðåçîíàíñîâ.

Â ñëó÷àå íåóñòîé÷èâîñòè âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ îïðåäåëåíèå ôóíê-
öèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ òðåáóåò äîïîëíèòåëü-
íûõ óñèëèé èç-çà ñóùåñòâåííîé íåëèíåéíîñòè ïîëåé âñòðå÷íûõ ñãóñò-
êîâ íà ðàññòîÿíèÿõ, ïîðÿäêà ïîïåðå÷íûõ ðàçìåðîâ ñòàëêèâàþùèõñÿ
ñãóñòêîâ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, à òàêæå ïåðèîäè÷íîñòü ïðîõîæäåíèÿ
÷àñòèöàìè ÌÂ, ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïîÿâëåíèþ â ôàçîâûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ ñãóñòêîâ çíà÷èòåëüíûõ ðàññëîåíèé èç-çà äåéñòâèÿ íà êîëåáà-
íèÿ ÷àñòèö ìíîãî÷èñëåííûõ íåëèíåéíûõ ðåçîíàíñîâ. Êðîìå òîãî,
íåëèíåéíûå çàâèñèìîñòè ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà âñòðå÷íûõ
ñãóñòêîâ îò ïîïåðå÷íûõ êîîðäèíàò ÷àñòèö ïðèâîäÿò ê ñóùåñòâåííîé
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çàâèñèìîñòè ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö îò àìïëèòóä ýòèõ êîëåáàíèé.
Åñëè áû íåëèíåéíûå ðåçîíàíñû çà ñ÷åò ñòîëêíîâåíèé ñãóñòêîâ äåé-
ñòâîâàëè áû íà ÷àñòèöû íåçàâèñèìî, òî, â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëü-
íûõ óñëîâèé, ÷àñòèöà ìîãëà áû áûòü èëè çàõâà÷åíà â îäíó èç ñåïà-
ðàòðèñ îäíîãî èç íåëèíåéíûõ ðåçîíàíñîâ, èëè ñîâåðøàòü ëèáðàöèîí-
íûå êîëåáàíèÿ, îñòàâàÿñü âíå áëèæàéøåé ñåïàðàòðèñû. Òàêîå ñîñòîÿ-
íèå ñãóñòêà ìîæåò áûòü ñòàöèîíàðíûì. Îäíàêî, âû÷èñëåíèå ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñãóñòêà, â îáùåì ñëó÷àå, çíà÷è-
òåëüíî çàòðóäíåíî íåîáõîäèìîñòüþ îäíîâðåìåííîãî ó÷åòà äåéñòâèÿ
íà ÷àñòèöû áîëüøîãî ÷èñëà èçîëèðîâàííûõ ðåçîíàíñîâ. Â òàêîì ñëó-
÷àå, óïðîùåíèÿ îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ñãóñòêîâ óäà-
åòñÿ äîñòè÷ü, ïðåäïîëàãàÿ ÷òî øèðèíû íàèáîëåå âàæíûõ ðåçîíàíñîâ
âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ â ïðîñòðàíñòâå àìïëèòóä êîëåáàíèé ÷àñòèö íåâå-
ëèêè è ïîýòîìó ìàëû ÷èñëà ÷àñòèö, çàõâà÷åííûõ â ñåïàðàòðèñû ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ðåçîíàíñîâ. Â ðàìêàõ òàêîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñ÷èòà-
þò, ÷òî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñãóñòêîâ â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè
òàêèå æå êàê è â íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ïó÷êàõ, íî, âîçìîæíî, øè-
ðèíû ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ ïðîñòðàíñòâåííîãî
çàðÿäà (ξ) ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñòêîâ.

Ñõîäíîå ïðåäïîëîæåíèå ìîæåò îñíîâûâàòüñÿ íà ó÷åòå ñîâìåñòíî-
ãî âëèÿíèÿ íà ýôôåêòû âñòðå÷è îõëàæäåíèÿ ïó÷êîâ è äåéñòâèÿ íà
÷àñòèöû â ñòàëêèâàþùèõñÿ ïó÷êàõ ñëó÷àéíûõ òîë÷êîâ. Óâåëè÷åíèå
òåìïîâ îõëàæäåíèÿ èëè àìïëèòóä è ñðåäíèõ ÷àñòîò ñòîõàñòè÷åñêèõ
âîçìóùåíèé ìîæåò ïðèâîäèòü ê ðàçðóøåíèþ, èëè ê ðàçìûâàíèþ, ðå-
çîíàíñíîé ñòðóêòóðû ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñò-
êîâ è, ñîîòâåòñòâåííî, ê óâåëè÷åíèþ â íèõ äîëè ÷àñòèö, õàðàêòåð
êîëåáàíèé êîòîðûõ áëèçîê ê êîëåáàíèÿì â íåâîçìóùåííûõ ïó÷êàõ.
Ñàìî äåéñòâèå íà ÷àñòèöû ðåçîíàíñîâ çà ñ÷åò ïîëåé âñòðå÷íûõ ñãóñò-
êîâ ÷àñòî íå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íåçàâèñèìîå. Ïðè óâåëè÷å-
íèè ïàðàìåòðîâ ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ñãóñòêîâ (ξ) ñåïàðàòðèñû
òàêèõ ðåçîíàíñîâ ñáëèæàþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ÷àñòîò êîëåáàíèé. Ïðè
çíà÷èòåëüíîì ñáëèæåíèè ðåçîíàíñîâ ýòî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ó ñå-
ïàðàòðèñ òàê-íàçûâàåìûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñëîåâ, äâèæåíèå ÷àñòèö â
êîòîðûõ íîñèò ñëó÷àéíûé õàðàêòåð. Ýòî ÿâëåíèå òàêæå óìåíüøàåò
âêëàäû çàõâà÷åííûõ ÷àñòèö â ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàëêèâàþ-
ùèõñÿ ñãóñòêîâ.
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Èñïîëüçóÿ ýòè ñîîáðàæåíèÿ ìû áóäåì âåñòè âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ ñ÷èòàÿ, ÷òî ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñòêîâ îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì
(4.14). Ïî òåì æå ïðè÷èíàì, à òàêæå äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé,
ìû áóäåì âåñòè ðàñ÷åòû êàñàþùèåñÿ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷-
íûõ ñãóñòêîâ ïðåíåáðåãàÿ âîçìîæíûì âëèÿíèåì íåêîãåðåíòíûõ ðå-
çîíàíñîâ âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ íà àìïëèòóäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
ñãóñòêîâ. Òîãäà, ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ äëÿ àìïëèòóä f (1,2)m çà-
ïèñûâàþòñÿ â âèäå

∂f
(1)
m

∂θ
+ imxν

(1)
x f (1)m + imyν

(1)
y f (1)m (4.20)

+imx(δL1,2)m
∂f

(1)
0

∂Ix
+ imy(δL1,2)m

∂f
(1)
0

∂Iy
= 0,

∂f
(2)
m

∂θ
+ imxν

(2)
x f (2)m + imyν

(2)
y f (2)m

+imx(δL2,1)m
∂f

(2)
0

∂Ix
+ imy(δL2,1)m

∂f
(2)
0

∂Iy
= 0.

Çäåñü
ν(1)x,y = ν

(0)
(x,y),1 +∆ν(1)x,y(Ix, Iy) (4.21)

è
ν(2)x,y = ν

(0)
(x,y),2 +∆ν(2)x,y(Ix, Iy) (4.22)

� ÷àñòîòû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö â ñãóñòêàõ (1) è (2), à

∆ν
(1,2)
x,y (Ix, Iy) � ñäâèãè ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö çà ñ÷åò

ïîëåé âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ. Âäàëè îò ïàðàìåòðè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ âå-
ëè÷èíû ∆ν

(1,2)
x,y îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè:

∆ν(1)x,y(Ix, Iy) = − ∂

∂I(x,y)

∫ 2π

0

dψxdψydθ

(2π)3
L
(0)
1,2(I, ψ, θ) (4.23)

è

∆ν(2)x,y(Ix, Iy) = − ∂

∂I(x,y)

∫ 2π

0

dψxdψydθ

(2π)3
L
(0)
2,1(I, ψ, θ). (4.24)
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Ââèäó íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ñãóñò-
êîâ îò êîîðäèíàò ÷àñòèö ñäâèãè ÷àñòîò ∆ν

(1,2)
x,y (Ix, Iy) ìîãóò ñóùå-

ñòâåííî ìåíÿòüñÿ ñ èçìåíåíèåì àìïëèòóä êîëåáàíèé ÷àñòèö. Òàê,
åñëè çàðÿäû ÷àñòèö ñãóñòêîâ ïðîòèâîïîëîæíû (e1e2 = −e2), òî ïðè
èçìåíåíèÿõ âåëè÷èí Ix, Iy â äèàïàçîíàõ 0 ≤ Ix, Iy ≤ ∞ ñäâèãè ÷à-

ñòîò èçìåíÿþòñÿ îò ξ(1,2)x,y äî íóëÿ. Óðàâíåíèÿ (4.20) îáû÷íî ñëèøêîì
ñëîæíû äàæå äëÿ èõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó íèæå ìû ðàñ-
ñìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, êîãäà ðåøåíèå òàêèõ óðàâíåíèé ìîæåò
áûòü óïðîùåíî è äîïóñêàåò íàõîæäåíèå àíàëèòè÷åñêèõ, èëè ïîëóà-
íàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé, à òàêæå ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ïðîñòîå èññëå-
äîâàíèå óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ.

4.1. Âåðòèêàëüíûå êîëåáàíèÿ ëåíòî÷íûõ

ïó÷êîâ

Âî ìíîãèõ ìàøèíàõ ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñò-
êîâ â ÌÂ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýëëèïñû, âûòÿíóòûå â ãîðèçîíòàëüíîì
íàïðàâëåíèè. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé òàêèõ âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ, â îáùåì ñëó÷àå, çàòðóäíåíî. Îä-
íàêî, ýòó çàäà÷ó ìîæíî óïðîñòèòü ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ f (1,2)0 çàâèñÿò ëèøü îò àìïëèòóä âåðòèêàëüíûõ êîëåáà-
íèé ÷àñòèö. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå íå âïîëíå êîððåêòíî ïîñêîëüêó,
åñëè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f

(1,2)
0 íå çàâèñÿò îò àìïëèòóä ãîðè-

çîíòàëüíûõ êîëåáàíèé, òî îíè íå ìîãóò áûòü íîðìèðîâàíû. ×òîáû
îáîéòè ýòó òðóäíîñòü, ìû, â êà÷åñòâå ïðèìåðà, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ôóíêöèè f (1,2)0 îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè âèäà

f
(1,2)
0 (Ix, Iy) =

1

(2π)2 I0x
exp

(
− Ix
I0x

)
Y

(1,2)
0 (Iy) , (4.25)

ãäå ∫ ∞

0
dIyY

(1,2)
0 (Iy) = 1. (4.26)

Òàêèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ õîðîøî îïðåäåëåíû è ìîãóò áûòü ëåã-
êî íîðìèðîâàíû. Ñîãëàñíî (4.1) ïëîòíîñòè ÷àñòèö â òàêèõ ñãóñòêàõ
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îïðåäåëåíû âûðàæåíèÿìè

ρ(1,2)(x, y) =

∫ ∞

−∞
dpxdpyf

(1,2)
0 (I)

=
1

(2π) I0x

∫ ∞

−∞
dpx exp

(
− Ix
I0x

)∫ ∞

−∞

dpy
2π

Y
(1,2)
0 (Iy)

=
exp

(
−x2/(2σ2x)

)
√
2πσx

∫ ∞

−∞

dpy
2π

Y
(1,2)
0 (Iy) ,

ãäå

σ2x =
I0xβx
p

.

Èç ýòèõ âûðàæåíèé âèäíî, ÷òî ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü çàâèñèìîñòÿ-
ìè f (1,2)0 (Ix, Iy) îò Ix, èëè çàâèñèìîñòÿìè ρ(1,2)(x, y) îò x â òàêèõ çà-
äà÷àõ, ãäå ðåçóëüòàòû, â îñíîâíîì, îïðåäåëÿþòñÿ ãîðèçîíòàëüíûìè
ïîëîæåíèÿìè ÷àñòèö âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò (Ix ≪ I0x è |x| ≪ σx).

Íàïðèìåð, ñîãëàñíî (4.17) ôóíêöèÿ L(0)
1,2 îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

L
(0)
1,2 =

N2e
2

πc
δT (θ)

∫
dkxdky
k2x + k2y

exp (ikyy + ikxx)

×
∫ ∞

0
dI1y

∫ 2π

0

dψ1y

2π
exp (−ikyy1)Y (1,2)

0 (Iy)

×
∫ ∞

−∞

dx1√
2πσx

exp

(
−ikxx1 −

x2

2σ2x

)
,

èëè

L
(0)
1,2 =

N2e
2

πc
δT (θ)

∫
dkxdky
k2x + k2y

exp

(
ikyy + ikxx− k2xσ

2
x

2

)
(4.27)

×
∫ ∞

0
dI1y

∫ 2π

0

dψ1y

2π
exp (−ikyy1)Y (1,2)

0 (Iy) .

Äëÿ ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ âáëèçè öåíòðà ïó÷êà |x| < σx è |y| ≪ σx,
íàèáîëüøèé âêëàä â èíòåãðàë ïî kx äàåò îáëàñòü |kx|σx < 1, à âêëàäû
îñòàëüíûõ îáëàñòåé kx ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëû. Ïîëàãàÿ â èíòåãðàëå
ïî kx â (4.27) íàèáîëåå áûñòðî ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèþ exp

(
−k2xσ2x/2

)
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è âûíîñÿ ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ ôóíêöèè kx â òî÷êå kx = 0, ïîñëå
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî kx ïîëó÷èì

L
(0)
1,2 =

N2e
2

πcσx
δT (θ)

√
2π

∫ ∞

−∞

dky
k2y

exp (ikyy) (4.28)

×
∫ ∞

0
dI1y

∫ 2π

0

dψ1y

2π
exp (−ikyy1)Y (1,2)

0 (Iy) .

Òàêîé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïîäñòàâèòü â (4.17) ôóíêöèþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ

f
(1,2)
0 (Ix, Iy) =

βx
(2π) pσ2x

exp

(
− x2

2σ2x
− βx

2pI0x
p2x

)
Y

(1,2)
0 (Iy)

2π
(4.29)

è âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì

lim
σx
βx

→0

(
βx√
2πpσx

exp

(
− β2x
2p2σ2x

p2x

))
= δ(px).

Ïî ýòèì ïðè÷èíàì è â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì îïèñûâàòü ëåíòî÷íûå
ñòàëêèâàþùèåñÿ ïó÷êè áåç êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ôóíêöèÿìè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ â ÌÂ îòñóòñòâóåò óãëîâàÿ ðàñõîäèìîñòü
òðàåêòîðèé ÷àñòèö â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè:

f
(1,2)
0 (Iy) =

δ(px)√
2πσx

Y
(1,2)
0 (Iy)

2π
. (4.30)

Ìû òàêæå áóäåì óïðîùàòü âû÷èñëåíèÿ, ïîëàãàÿ

Y
(1,2)
0 (Iy) =

1

I
(1,2)
0

{
1, Iy ≤ I

(1,2)
0 ,

0, Iy > I
(1,2)
0 .

(4.31)

Ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ïî ïîïåðå÷íûì êîîðäèíàòàì â òàêèõ ïó÷-
êàõ îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè:

ρ(1,2)(x, y) =
2

√
2πσxπσ

(1,2)
y

√√√√1− y2(
σ
(1,2)
y

)2 , σ(1,2)y =

√
2I

(1,2)
0 βy
p

.

(4.32)
Çäåñü è íèæå ìû óïðîùàåì âû÷èñëåíèÿ ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ
β-ôóíêöèé â ÌÂ äëÿ ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñòêîâ ñîâïàäàþò (íàïðè-

ìåð, β(1)y = β
(2)
y = βy).
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4.1.1. Ñäâèãè ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (4.28) äëÿ ëåíòî÷íûõ ïó÷êîâ ôóíêöèÿ L
(0)
1,2

îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

L
(0)
1,2 =

N2e
2
√
2π

πcσx
δT (θ)

∫ ∞

−∞

dky
k2y

exp (ikyy)

× 1

I
(2)
0

∫ I
(2)
0

0
dI1y

∫ 2π

0

dψ1y

2π
exp

(
−iky

√
2I1yβy
p

cosψ1y

)
.

Èñïîëüçóÿ∫ 2π

0

dψ1y

2π
exp (−ikya1y cosψ1y) = J0 (kya1y) , a1y =

√
2I1yβy
p

,

ãäå Jm(z) � ôóíêöèè Áåññåëÿ ïîðÿäêà m, ïîäñòàíîâêó y = I1y/I
(2)
0 è

îïðåäåëåíèå σ(2)y â ôîðìóëå (4.32), ïèøåì

L
(0)
1,2 =

N2e
2
√
2π

πcσx
δT (θ)

∫ ∞

−∞

dky
k2y

eikyy
∫ 1

0
dyJ0

(
kyσ

(2)
y

√
y
)
.

Ïîñêîëüêó

J0

(
kyσ

(2)
y

√
y
)
=

∞∑
l=0

(−1)l

(l!)2

(
kyσ

(2)
y

2

)2l

yl,

âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà ïî y äàåò∫ 1

0
J0

(
kyσ

(2)
y

√
y
)
dy =

∞∑
l=0

(−1)l

(l!)2

(
kyσ

(2)
y

2

)2l ∫ 1

0
yldy

=

∞∑
l=0

(−1)l

l! (l + 1)!

(
kyσ

(2)
y

2

)2l

=
2J1

(
kyσ

(2)
y

)
kyσ

(2)
y

.

Èñïîëüçóÿ ïîäñòàíîâêó k = kyσ
(2)
y , ïèøåì

L
(0)
1,2 =

4N2e
2
√
2πσ

(2)
y

πcσx
δT (θ)

∫ ∞

0

dk

k2
cos

(
kay

σ
(2)
y

cosψy

)
J1 (k)

k
, (4.33)
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ãäå

ay =

√
2Iyβy
p

(4.34)

� àìïëèòóäà âåðòèêàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèöû â âîçìó-
ùàåìîì ñãóñòêå. Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó
âûðàæåíèþ äëÿ L(0)

2,1:

L
(0)
2,1 =

4N1e
2
√
2πσ

(1)
y

πcσx
δT (θ)

∫ ∞

0

dk

k2
cos

(
kyay

σ
(1)
y

cosψy

)
J1 (k)

k
. (4.35)

Õîòÿ ñàìè ôóíêöèè L(0)
1,2 è L

(0)
2,1 ðàñõîäÿòñÿ â òî÷êå y = 0, èõ ïðîèç-

âîäíûå ïî y, òî åñòü ñèëû äåéñòâóþùèå íà ÷àñòèöû ñãóñòêîâ â âåðòè-
êàëüíîì íàïðàâëåíèè, êîíå÷íû. Òàê æå êîíå÷íû ãàðìîíèêè ëàãðàí-
æèàíîâ L(0) ïî ôàçàì êîëåáàíèé è èõ ïðîèçâîäíûå ïî ïåðåìåííûì
äåéñòâèå. Íàïðèìåð, ïîäñòàíîâêà ôîðìóëû (4.33) â (4.23) äàåò

∆ν(1)y (Iy) = −4N2e
2σ

(2)
y

πcσx
√
2π

∫ ∞

0

dk

k2
J1 (k)

k

×
∫ 2π

0

dψy

2π

∂

∂Iy
cos

(
kay

σ
(2)
y

cosψy

)

=
4N2e

2βy

πpcσx
√
2πay

∫ ∞

0

dk

k2
J1 (k)

×
∫ 2π

0

dψy

2π
cosψy sin

(
kay

σ
(2)
y

cosψy

)
.

Âîñïîëüçîâàâøèñü çäåñü èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì∫ 2π

0

dψy

2π
cosψy sin

(
kay

σ
(2)
y

cosψy

)
= J1

(
kay

σ
(2)
y

)
,

ïîëó÷àåì

∆ν(1)y (Iy) =
4√
2π

N2e
2βy

πpcσxay

∫ ∞

0

dk

k2
J1 (k) J1

(
kay

σ
(2)
y

)
. (4.36)
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Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê âûðàæåíèþ

∆ν(2)y (Iy) =
4√
2π

N1e
2βy

πpcσxay

∫ ∞

0

dk

k2
J1(k)J1

(
kay

σ
(1)
y

)
. (4.37)

Âõîäÿùèå â ýòè ôîðìóëû èíòåãðàëû ïî k âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ãèïåð-
ãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ. Îäèí èç ïðèìåðîâ òàêèõ âû÷èñëåíèé ïðè-
âåäåí â Ïðèëîæåíèè A, ôîðìóëà (A16): 1

A =

∫ ∞

0

dk

k2
J1 (k) J1

(
kay

σ
(2)
y

)
(4.38)

=
ay

2
(
σ
(2)
y + ay

)F
1

2
,
3

2
; 3;

4ayσ
(2)
y(

σ
(2)
y + ay

)2
 ,

ãäå

F (a, b; c; z) = 1 +
ab

c

z

1!
+
a(a+ 1)b(b+ 1)

c(c+ 1)

z2

2!
+ . . . (4.39)

� ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä. Íåñìîòðÿ íà âèäèìóþ ñëîæíîñòü, âû-
ðàæåíèÿ â ôîðìóëàõ (4.36) � (4.38) îáëåã÷àþò âû÷èñëåíèÿ ñäâèãîâ

1Èíòåãðàë â (4.38) ìîæåò òàêæå âû÷èñëÿòüñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî k ïî ÷àñòÿì
è èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû ñëîæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ:

J1(k)J1(kb) =

∫ 2π

0

dα

2π
e−iαJ0(kr),

ãäå r =
√
1 + b2 − 2b cosα. Ïîñëåäóþùåå èíòåãðèðîâàíèå ïî k ñ ó÷åòîì ôîðìóëû∫ ∞

0

dkJ1(kr)

k
= 1

ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

A = −
∫ 2π

0

dα

2π
cosα

√
1 + b2 − 2b cosα,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî
ðÿäà. Ïðîñòûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâîäÿò ê îêîí÷àòåëüíîìó âûðàæåíèþ â ïðàâîé
÷àñòè (4.38).
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÷àñòîò ÷àñòèö â àñèìïòîòè÷åñêèõ îáëàñòÿõ. Òàê, â îáëàñòè ay ≪ σ
(2)
y

àðãóìåíò ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà ìàë. Ïîýòîìó ìû ìîæåì çàïè-
ñàòü F (a, b; c; z) ≃ 1, ÷òî ïðèâîäèò ê âûðàæåíèÿì

∆ν(1)y (Iy = 0) ≃ 4√
2π

N2e
2βy

2πpcσxσ
(2)
y

= ξ(1)y (4.40)

è

∆ν(2)y (Iy = 0) ≃ 4√
2π

N1e
2βy

2πpcσxσ
(1)
y

= ξ(2)y . (4.41)

Â îáëàñòè áîëüøèõ àìïëèòóä âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö ay ≫
σ
(2)
y àðãóìåíò ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà òàêæå îêàçûâàåòñÿ ìàëûì.
Ïîýòîìó âìåñòî (4.40) è (4.41) ïîëó÷àåì

∆ν(1)y ≃ 4√
2π

N2e
2βy

2πpcσxay
= ξ(1)y

σ
(2)
y

ay
, ay ≫ σ(2)y (4.42)

è

∆ν(2)y ≃ 4√
2π

N1e
2βy

2πpcσxay
= ξ(2)y

σ
(1)
y

ay
, ay ≫ σ(1)y . (4.43)

Ïîñêîëüêó

F

(
1

2
,
3

2
; 3; 1

)
=

Γ (3) Γ
(
3− 3

2 − 1
2

)
Γ
(
3− 1

2

)
Γ
(
3− 3

2

) =
16

3π
, (4.44)

íà âåðòèêàëüíûõ ãðàíèöàõ ñãóñòêîâ (ay = σ
(1)
y èëè ay = σ

(2)
y ) ñäâèãè

÷àñòîò ðàâíû:

∆ν(1)y (Iy = I
(2)
0 ) =

4√
2π

N2e
2βy

2πpcσxay

8

3π
= ξ(1)y

8

3π
(4.45)

è

∆ν(2)y (Iy = I
(1)
0 ) = ξ(2)y

8

3π
. (4.46)
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4.1.2. Àìïëèòóäû âåðòèêàëüíûõ êîãåðåíòíûõ

êîëåáàíèé

Ïîëó÷èì òåïåðü óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ñîáñòâåííûå ìîäû è
ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû âåðòèêàëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé (mx = 0)
ëåíòî÷íûõ âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ. Ñ ó÷åòîì (4.30) è (4.31), íàïðèìåð,
ïåðâîå èç óðàâíåíèé (4.20) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

∂f
(1)
m

∂θ
+ imyν

(1)
y f (1)m −

imy(δL1,2)my

(2π)3/2 σxI
(2)
0

δ(px)δ
(
Iy − I

(1)
0

)
= 0. (4.47)

Îíî è àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå, çàïèñàííîå äëÿ ñãóñòêà (2), ÿâíî óêà-
çûâàþò, ÷òî â íàøåé ìîäåëè êîëåáàíèÿ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïî ïîâåðõ-
íîñòÿì ñãóñòêîâ â èõ ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñó-
ùåñòâåííî óïðîùàåò âû÷èñëåíèÿ è îáëåã÷àåò èçó÷åíèå óñòîé÷èâîñòè
êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ. Ïðàâäà, öåíîé òàêîãî óïðîùåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ óñòðàíåíèå âëèÿíèÿ çàòóõàíèÿ Ëàíäàó çà ñ÷åò íåëèíåéíîñòåé
ïîëåé ñãóñòêîâ íà óñòîé÷èâîñòü êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ
ïó÷êîâ. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (4.47) èùåì â âèäå

f (1,2)m (Iy, px, x, θ) = δ(px)f
(1,2)
m (Iy, θ).

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â ôîðìóëó (4.19), ó÷èòûâàÿ ðàçëîæåíèÿ

exp (iz cosϕ) =
∞∑

m=−∞
imJm(z)eimϕ, (4.48)

δ(kx) = 2π

∫ ∞

−∞
dxe−ikxx

è îïóñêàÿ äëÿ êðàòêîñòè èíäåêñ y ó âåëè÷èí my (my → m), à òàêæå
ó êîîðäèíàò ÷àñòèö â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïèøåì

(δL1,2)m = (2π)2 δT (θ)
N2e

2

πc

∫
dkxdkyδ(kx)

k2x + k2y
(exp (ikya cosψ))m

×
∫ ∞

0
dI1

∞∑
m1=−∞

(exp (ikya1 cosψ))
∗
m1
f (2)m1

(I1, θ) ,
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èëè

(δL1,2)m = (2π)2 δT (θ)
N2e

2

πc

∞∑
m1=−∞

im−m1 (4.49)

×
∫ ∞

0
dI1yKm,m1(I, I1)f

(2)
m1

(I1, θ) ,

ãäå

Km,m1(I, I1) =

∫ ∞

−∞

dky
k2y

Jm (kya) Jm1 (kya1) . (4.50)

Ïîýòîìó óðàâíåíèå (4.47) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∂f
(1)
m

∂θ
+ imν(1)y f (1)m = imδT (θ)δ

(
Iy − I

(1)
0

) N2e
2
√
2π

πcσxI
(2)
0

(4.51)

×
∞∑

m1=1

im−m1

∫ ∞

0
dI1yKm,m1(I, I1)

(
f (2)m1

(I1, θ) + f
(2)
−m1

(I1, θ)
)
.

Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå äëÿ àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñò-
êà (2) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

∂f
(2)
m

∂θ
+ imν(2)y f (2)m = imδT (θ)δ

(
Iy − I

(2)
0

) N1e
2
√
2π

πcσxI
(1)
0

(4.52)

×
∞∑

m1=1

im−m1

∫ ∞

0
dI1yKm,m1(I, I1)

(
f (2)m1

(I1, θ) + f
(2)
−m1

(I1, θ)
)
.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè ôóíêöèé Áåññåëÿ:

J−m (z) = (−1)m Jm(z), Jm(−z) = (−1)m Jm(z).

Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèÿ (4.51) è (4.52)

f (1,2)m (I, θ) = δ
(
Iy − I

(1,2)
0

)
C(1,2)
m (θ), (4.53)
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ó÷èòûâàÿ ôîðìóëû (4.40) è (4.41), à òàêæå îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí

σ
(1,2)
y â ôîðìóëå (4.32), ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ àìïëèòóä C(1,2)

m (θ):

∂C
(1)
m

∂θ
+ imν(1)y C(1)

m = 2πimξ(1)y δT (θ) (4.54)

×
∞∑

m1=1

im−m1K(1,2)
m,m1

(
C(2)
m1

(θ) + C
(2)
−m1

(θ)
)

è

∂C
(2)
m

∂θ
+ imν(2)y C(2)

m = 2πimξ(2)y δT (θ) (4.55)

×
∞∑

m1=1

im−m1K(2,1)
m,m1

(
C(2)
m1

(θ) + C
(2)
−m1

(θ)
)
,

ãäå

K(1,2)
m,m1

=
1

σ
(2)
y

∫ ∞

−∞

dky
k2y

Jm

(
ky σ

(1)
y

)
Jm1

(
kyσ

(2)
y

)
, (4.56)

K(2,1)
m,m1

=
1

σ
(1)
y

∫ ∞

−∞

dky
k2y

Jm

(
ky σ

(2)
y

)
Jm1

(
kyσ

(1)
y

)
, (4.57)

à

ξ(1,2)y =
4√
2π

N2,1e
2βy

2πpcσxσ
(2,1)
y

. (4.58)

Áëàãîäàðÿ ñâîéñòâàì ñèììåòðèè ôóíêöèé Áåññåëÿ êîýôôèöèåíòû
K

(1,2)
m,m1 è K

(2,1)
m,m1 ðàâíû íóëþ, åñëè íîìåðà ãàðìîíèê m è m1 îòëè÷à-

þòñÿ íà íå÷åòíîå ÷èñëî (m1 = m+2l+1). Åñëè æå íîìåðà ãàðìîíèê
m è m1 îòëè÷àþòñÿ íà ÷åòíîå ÷èñëî (m1 = m + 2l), òî âåëè÷èíû

K
(1,2)
m,m1 è K

(2,1)
m,m1 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ðÿäû.

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (4.54) è (4.55) èùóòñÿ â âèäå ðÿäîâ

C(1)
m (θ) =

∞∑
n=−∞

d(1)m,ne
−iνθ−inθ, C(2)

m (θ) =

∞∑
n=−∞

d(2)m,ne
−iνθ−inθ. (4.59)
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Ó÷èòûâàÿ ðàçëîæåíèå (4.7) ìû ìîæåì, íàïðèìåð, íàïèñàòü

−i
∞∑

n=−∞

(
ν + n−mν(1)y

)
d(1)m,ne

−iνθ−inθ = imξ(1)y

∞∑
n1=−∞

ein1θ

×
∞∑

m1=1

im−m1K(1,2)
m,m1

∞∑
n2=−∞

(
d(2)m1,n2

+ d
(2)
−m1,n2

)
e−iνθ−in2θ.

Îòáèðàÿ â ýòîì óðàâíåíèè ñëàãàåìûå ñ îäèíàêîâûìè ãàðìîíèêàìè
e−inθ (n = n2 − n1), ïèøåì(

ν + n−mν(1)y

)
d(1)m,n = −mξ(1)y

∞∑
m1=1

im−m1K(1,2)
m,m1

×
∞∑

n1=−∞

(
d
(2)
m1,n+n1

+ d
(2)
−m1,n+n1

)
.

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî, áëàãîäàðÿ ëîêàëèçàöèè âîçìóùåíèÿ
â ÌÂ, çàâèñèìîñòè àìïëèòóä d(1)m,n îò íîìåðà ãàðìîíèêè n îïèñûâà-
þòñÿ âûðàæåíèÿìè

d(1,2)m,n =
X

(1,2)
m

ν + n−mν
(1,2)
y

. (4.60)

Ïðè ýòîì àìïëèòóäû X
(1,2)
m íå÷åòíû ïî m:

X(1,2)
m = −X(1,2)

−m . (4.61)

Ïîýòîìó ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû çàäà÷è íàõî-
äÿòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé:

X(1)
m = −mξ(1)y

∞∑
m1=1

im−m1K(1,2)
m,m1

X(2)
m1

(
S(2)
m1

− S
(2)
−m1

)
, (4.62)

X(2)
m = −mξ(2)y

∞∑
m1=1

im−m1K(2,1)
m,m1

X(1)
m1

(
S(1)
m1

− S
(1)
−m1

)
, (4.63)
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ãäå

S(1.2)
m =

∞∑
n=−∞

1

ν + n−mν
(1,2)
y

= π cot
[
π
(
ν −mν(1,2)y

)]
, (4.64)

à, íàïðèìåð,

S(2)
m − S

(2)
−m = π cot

[
π
(
ν −mν(2)y

)]
− π cot

[
π
(
ν +mν(2)y

)]
=

−2π sin 2πmν
(2)
y

cos 2πν − cos 2πmν
(2)
y

(4.65)

Òàêèì îáðàçîì, àìïëèòóäû X
(1,2)
m òàêæå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

X(1)
m = m

∞∑
m1=1

im−m1K(1,2)
m,m1

2πξ
(1)
y sin

(
2πm1ν

(2)
y

)
cos 2πν − cos

(
2πm1ν

(2)
y

)X(2)
m1

(4.66)

è

X(2)
m = m

∞∑
m1=1

im−m1K(2,1)
m,m1

2πξ
(2)
y sin

(
2πm1ν

(1)
y

)
cos 2πν − cos

(
2πm1ν

(1)
y

)X(1)
m1
. (4.67)

4.1.3. Ñóììîâûå è ðàçíîñòíûå ðåçîíàíñû

Ïîñêîëüêó âîçìóùåíèÿ êîëåáàíèé ÷àñòèö â ÌÂ îïðåäåëÿþòñÿ
áåçäèññèïàòèâíûìè ïîëÿìè, îíè ìîãóò âûçûâàòü íåóñòîé÷èâîñòè êî-
ãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ëèøü ïðè ïðèáëèæåíèè ÷àñòîò ν(1,2)y ê ðåçî-
íàíñíûì çíà÷åíèÿì. Íàïðèìåð, ýòî ðåàëèçóåòñÿ ïðè ïðèáëèæåíèè
ñóììû m1ν

(1)
y +m2ν

(2)
y ê öåëîìó ÷èñëó. Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå, êî-

ãäà çíàêè m1 è m2 ñîâïàäàþò, òî ðåàëèçóåòñÿ óñëîâèå ñóììîâîãî
ðåçîíàíñà. Åñëè æå çíàêè m1 è m2 ïðîòèâîïîëîæíû, òî ðåàëèçóåòñÿ
óñëîâèå ðàçíîñòíîãî ðåçîíàíñà.

Ìû óïðîñòèì âû÷èñëåíèÿ ñ÷èòàÿ, ÷òî âåëè÷èíû ïàðàìåòðîâ ïðî-
ñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ñãóñòêîâ ìàëû (íàïðèìåð, ξ(1,2)y ≪ 1) è ïîýòî-
ìó ðåçîíàíñíîå óñëîâèå

mν(1)y +m2ν
(2)
y = n0 (4.68)
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ïðèìåðíî âûïîëíåíî äëÿ îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèé íîìåðîâ ìóëüòè-
ïîëüíîñòè m, m2 è íîìåðà ðåçîíàíñíîé àçèìóòàëüíîé ãàðìîíèêè
n0. Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå çàäà÷è ñòðîèòñÿ îòáîðîì â óðàâíåíèÿõ
(4.62) íàèáîëüøèõ ïî âåëè÷èíå ñëàãàåìûõ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèìè
ïîëîæåíèÿìè òåîðèè ëèíåéíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé (íàïðèìåð, â
[2]) ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåëè÷èíû êîãåðåíòíûõ ñäâèãîâ ÷àñòîòû
ñãóñòêîâ ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷àñòîòàìè â íåâîçìóùåííûõ ñïåêòðàõ
ñãóñòêîâ. Ìû îïðåäåëèì êàê ìàëûå, âåëè÷èíó êîãåðåíòíîãî ñäâèãà
÷àñòîòû:

∆νm = ν −mν(1)y (4.69)

è îòñòðîéêó îò ðåçîíàíñà:

ε = mν(1)y +m2ν
(2)
y − n0. (4.70)

Äëÿ ïðîñòîòû ïðèìåì, ÷òî m > 0. Òîãäà, íàèáîëüøèé âêëàä â ñóììó
ïî m1 â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4.62)

X(1)
m = −mξ(1)y

∞∑
m1=1

im−m1K(1,2)
m,m1

X(2)
m1

×

( ∞∑
n=−∞

1

ν + n−m1ν
(2)
y

−
∞∑

n=−∞

1

ν + n+m1ν
(2)
y

)

äàåò ëèøü ðåçîíàíñíîå ñëàãàåìîå. Åñëè âåëè÷èíà m2 ïîëîæèòåëüíà,
òî ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé ñóììîâîãî ðåçîíàíñà, âáëèçè êîòîðîãî óðàâ-
íåíèå (4.62) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

X(1)
m =

mξ
(1)
y im−m2K

(1,2)
m,m2X

(2)
m2

∆νm + ε
+ δX(1)

m . (4.71)

Â òåõ æå óñëîâèÿõ óðàâíåíèå (4.63) äàåò

X(2)
m2

= −m2ξ
(2)
y im2−mK(2,1)

m2,mX
(1)
m

1

∆νm
+ δX(2)

m . (4.72)

Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ âåëè÷èíû δX
(1)
m è δX(2)

m îïðåäåëÿþò âêëàäû íåðå-
çîíàíñíûõ ñëàãàåìûõ. Åñëè âåëè÷èíû ξ

(1,2)
y ìàëû, òî ìàëû è âêëàäû
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íåðåçîíàíñíûõ ñëàãàåìûõ. Îïóñêàÿ â (4.71) è (4.72) âåëè÷èíû δX
(1)
m

è δX
(2)
m , íàõîäèì, ÷òî âáëèçè ñóììîâîãî ðåçîíàíñà àìïëèòóäû ðå-

çîíàíñíûõ ãàðìîíèê X(1)
m è X(2)

m2 óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå
îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

X(1)
m =

mξ
(1)
y im−m2K

(1,2)
m,m2X

(2)
m2

∆νm + ε
, X(2)

m2
= −m2ξ

(2)
y im2−mK

(2,1)
m2,mX

(1)
m

∆νm
.

Ðàçðåøàÿ ýòè óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî X(2)
m2 , íàõîäèì äèñïåðñèîííîå

óðàâíåíèå çàäà÷è

∆νm (∆νm + ε) = −mm2ξ
(1)
y ξ(2)y K(1,2)

m,m2
K(2,1)

m2,m. (4.73)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (4.56) è (4.57) íàõîäèì, ÷òî K(1,2)
m,m2(σ

(2)
y /σ

(1)
y ) =

K
(2,1)
m2,m. Ïîýòîìó êîðíè äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ âû-

ðàæåíèåì

(∆νm)± = −ε
2
±

√√√√ε2

4
−mm2ξ

(1)
y ξ

(2)
y
σ
(2)
y

σ
(1)
y

(
K

(1,2)
m,m2

)2
. (4.74)

Ïîñêîëüêó â ñóììîâîì ðåçîíàíñå ïðîèçâåäåíèå mm2 ïîëîæèòåëüíî,
êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ñãóñòêîâ óñòîé÷èâû ëèøü ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèÿ

ε2

4
≥ mm2ξ

(1)
y ξ(2)y

σ
(2)
y

σ
(1)
y

(
K(1,2)

m,m2

)2
. (4.75)

Ýòî îáùåå ñâîéñòâî ðåçîíàíñíûõ íåóñòîé÷èâîñòåé äèíàìè÷åñêîãî òè-
ïà. Èìåÿ â âèäó, ÷òî ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
íåæåëàòåëüíî, èíîãäà ãîâîðÿò, ÷òî óñëîâèå â (4.75) îïðåäåëÿåò øè-
ðèíó çàïðåùåííîé ïîëîñû äëÿ ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö ñãóñòêîâ.

Çíàê ðàâåíñòâà â (4.75) îïðåäåëÿåò ïîðîã íåóñòîé÷èâîñòè, òî åñòü
óñëîâèå, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî êîëåáàíèÿ ñãóñòêîâ íå íàðàñòàþò
ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó. Áëàãîäàðÿ ñàìîñîãëàñîâàííîñòè çàäà-
÷è ïîðîãîâîå óñëîâèå îãðàíè÷èâàåò âåëè÷èíû ïàðàìåòðîâ ïðîñòðàí-
ñòâåííîãî çàðÿäà îáîèõ ñãóñòêîâ îäíîâðåìåííî. Ãëóáîêî ïîä ïîðîãîì

69



íåóñòîé÷èâîñòè

ε2

4
≫ mm2ξ

(1)
y ξ(2)y

σ
(2)
y

σ
(1)
y

(
K(1,2)

m,m2

)2
è ïðè âûïîëíåíèè, íàïðèìåð, óñëîâèÿ ε > 0 ÷àñòîòû ìîä êîãåðåíò-
íûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

ν+ = mν(1)y −
mm2ξ

(1)
y ξ

(2)
y

(
K

(1,2)
m,m2

)2
ε

σ
(2)
y

σ
(1)
y

, (4.76)

ν− = n0 −m2ν
(2)
y +

mm2ξ
(1)
y ξ

(2)
y

(
K

(1,2)
m,m2

)2
ε

σ
(2)
y

σ
(1)
y

.

Â ýòèõ ôîðìóëàõ âçàèìîäåéñòâèå êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êîâ
îïèñûâàåòñÿ ìàëîé äîáàâêîé, ïðîïîðöèîíàëüíîé ïðîèçâåäåíèþ ξ

(1)
y ξ

(2)
y .

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ïðè èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòà-
òîâ èçìåðåíèé ÷àñòîò êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ.

Â íàäïîðîãîâîé îáëàñòè àìïëèòóäà îäíîé èç ìîä íàðàñòàåò âî
âðåìåíè ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå èí-
êðåìåíòà íåóñòîé÷èâîñòè (Im∆νm) äîñòèãàåòñÿ â òî÷íîì ðåçîíàíñå
(ε = 0). Â ýòîé òî÷êå ÷àñòîòû ìîä êîëåáàíèé ðàâíû è ñîñòàâëÿþò

Reν± = mν
(1)
y , à èíêðåìåíò íåóñòîé÷èâîé ìîäû îïðåäåëÿåòñÿ âûðà-

æåíèåì

Im∆νm =
∣∣∣K(1,2)

m,m2

∣∣∣
√√√√mm2ξ

(1)
y ξ

(2)
y
σ
(2)
y

σ
(1)
y

. (4.77)

Â îáùåì ñëó÷àå, âåëè÷èíû K
(1,2)
m,m2 , îïðåäåëÿþùèå çàâèñèìîñòè

êîãåðåíòíûõ ñäâèãîâ âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ îò íîìåðîâ ìóëüòèïîëüíîñòè
è îò îòíîøåíèé âåðòèêàëüíûõ ðàçìåðîâ ñãóñòêîâ, âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
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ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ðÿäû. Òàê, åñëè σ(1)y < σ
(2)
y , ïèøåì (A12)

K(1,2)
m,m2

=
2

σ
(2)
y

∫ ∞

0

dky
k2y

Jm

(
ky σ

(1)
y

)
Jm2

(
kyσ

(2)
y

)
=

(
σ
(1)
y

σ
(2)
y

)m
Γ
(
m+m2−1

2

)
2m!Γ

(−m+m2+3
2

) (4.78)

× F

m+m2 − 1

2
,
m−m2 − 1

2
;m+ 1;

(
σ
(1)
y

σ
(2)
y

)2
 .

Åñëè σ(1)y > σ
(2)
y , òî â ýòîé ôîðìóëå ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè σ(1)y è σ(2)y , à

òàêæå m è m2.
Ïðè ñîâïàäåíèè øèðèí σ(1)y è σ(2)y âûðàæåíèå äëÿ K(1,2)

m,m2 çàïèñû-
âàåòñÿ â âèäå

K(1,2)
m,m2

=
Γ
(
m+m2−1

2

)
2Γ
(
m+m2+3

2

)
Γ
(−m+m2+3

2

)
Γ
(
m−m2+3

2

) (4.79)

=
8

π

− cos
(
π
2 (m2 −m)

)(
(m+m2)

2 − 1
)(

(m−m2)
2 − 1

)
Â òàêîì ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèå mm2

(
K

(1,2)
m,m2

)2
óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì

íîìåðîâ ìóëüòèïîëüíîñòè ëèøü ïî ñòåïåííîìó çàêîíó. Íàîáîðîò, åñ-
ëè, íàïðèìåð, σ(1)y ≪ σ

(2)
y , òî ýòî óìåíüøåíèå çàìåíÿåòñÿ íà ýêñïî-

íåíöèàëüíîå

K(1,2)
m,m2

≃

(
σ
(1)
y

σ
(2)
y

)m
Γ
(
m+m2−1

2

)
2m!Γ

(
m2−m+3

2

) , σ(1)y ≪ σ(2)y . (4.80)

Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìóëüòèïîëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ âñòðå÷íûõ
ïó÷êîâ ñ çíà÷èòåëüíîé ðàçíèöåé ïîïåðå÷íûõ ðàçìåðîâ îêàçûâàþòñÿ
áîëåå óñòîé÷èâûìè ÷åì êîëåáàíèÿ ïó÷êîâ ñ ðàâíûìè ïîïåðå÷íûìè
ðàçìåðàìè.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè îòñóòñòâóåò çà-
òóõàíèå Ëàíäàó êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Ïîýòîìó íåóñòîé÷èâûå ìî-
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äû ìîãóò äåìïôèðîâàòüñÿ îõëàæäåíèåì ïó÷êîâ, èëè ââåäåíèåì áûñò-
ðîãî çàòóõàíèÿ íåóñòîé÷èâûõ ìîä (íàïðèìåð, èñïîëüçîâàíèåì øèðî-
êîïîëîñíûõ îáðàòíûõ ñâÿçåé). Õîòÿ îáåñïå÷åíèå áûñòðîãî çàòóõàíèÿ
ìóëüòèïîëüíûõ ìîä áåòàòðîííûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ
î÷åíü íåïðîñòîé çàäà÷åé, ìû êîðîòêî îáñóäèì âîçìîæíîñòè òàêî-
ãî äåìïôèðîâàíèÿ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ. Åñëè äåìïôèðóþ-
ùèé ìåõàíèçì îáåñïå÷èâàåò çàòóõàíèå ñâÿçàííûõ ìîä ñ äåêðåìåíòà-
ìè Λ

(1)
m è Λ

(2)
m2 , òî äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (4.73) ïåðåïèñûâàåòñÿ â

âèäå:

1 = −
mm2ξ

(1)
y ξ

(2)
y

(
K

(1,2)
m,m2

)2(
∆νm + iΛ

(1)
m

)(
∆νm + ε+ iΛ

(2)
m2

) σ(2)y

σ
(1)
y

. (4.81)

Ñîãëàñíî îáùèì ñâîéñòâàì íåóñòîé÷èâîñòåé âáëèçè ñóììîâîãî ðå-
çîíàíñà êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò íåóñòîé÷èâûå êîëåáàíèÿ,
åñëè äåìïôèðóåòñÿ ëèøü îäíà èç ñâÿçàííûõ ìîä (íàïðèìåð, Λ(1)

m = 0,

à Λ
(2)
m2 ̸= 0). Ïîýòîìó äåìïôèðîâàíèå íåóñòîé÷èâîñòåé âñòðå÷íûõ

ïó÷êîâ òðåáóåò îäíîâðåìåííîãî äåìïôèðîâàíèÿ êîãåðåíòíûõ êîëå-
áàíèé îáîèõ ñãóñòêîâ. Ïðîñòûì âû÷èñëåíèåì êîðíåé äèñïåðñèîííîãî
óðàâíåíèÿ ÷èòàòåëü ëåãêî óñòàíîâèò, òî óñëîâèå ïîäàâëåíèÿ íåóñòîé-
÷èâîñòè âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ çà ñ÷åò äåìïôèðîâàíèÿ ñâÿçàííûõ ãàðìî-
íèê ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

1 +
ε2

4
(
Λ
(1)
m + Λ

(2)
m2

)2 > mm2ξ
(1)
y ξ

(2)
y

(
K

(1,2)
m,m2

)2
Λ
(1)
m Λ

(2)
m2

σ
(2)
y

σ
(1)
y

. (4.82)

Âáëèçè ðàçíîñòíîãî ðåçîíàíñà ìàëîé ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà ðàñ-
ñòðîéêè

ε = mν(1)y −m2ν
(2)
y − n0, m > 0, m2 > 0. (4.83)

Â ýòîì ñëó÷àå â ïðàâîé ÷àñòè (4.62) äîìèíèðóåò òî ñëàãàåìîå S(2)
m1 ,

êîòîðîå èìååò íîìåð m1 = m2. Ïîýòîìó ïèøåì

X(1)
m ≃ mξ

(1)
y im−m2K

(1,2)
m,m2X

(2)
m2

∆νm − ε
, X(2)

m2
≃ m2ξ

(2)
y im2−mK

(2,1)
m2,mX

(1)
m

∆νm
.

(4.84)
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Ðàçðåøàÿ ýòè óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî X(2)
m2 ïðèõîäèì ê äèñïåðñè-

îííîìó óðàâíåíèþ äëÿ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ âáëèçè ðàç-
íîñòíîãî ðåçîíàíñà:

∆νm (∆νm − ε) = mm2ξ
(1)
y ξ(2)y

σ
(2)
y

σ
(1)
y

(
K(1,2)

m,m2

)2
. (4.85)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèìè ðåçóëüòàòàìè òåîðèè ëèíåéíûõ ðåçîíàíñ-
íûõ íåóñòîé÷èâîñòåé îáà êîðíÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò óñòîé-
÷èâûå êîëåáàíèÿ. Â ñëó÷àå ñèëüíîé ñâÿçè êîëåáàíèé (ε → 0) êîãå-
ðåíòíûå ñäâèãè ÷àñòîò ìîä îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

(∆νm)± =
∣∣∣K(1,2)

m,m2

∣∣∣
√√√√mm2ξ

(1)
y ξ

(2)
y
σ
(2)
y

σ
(1)
y

. (4.86)

Ñ ðîñòîì ÷èñåë ÷àñòèö â ñãóñòêàõ ýòè ñäâèãè óâåëè÷èâàþòñÿ ïðîïîð-
öèîíàëüíî

√
N1N2.

Äåìïôèðîâàíèå ìîä êîëåáàíèé ñãóñòêîâ ïðèâîäèò ê ïåðåðàñïðå-
äåëåíèþ äåêðåìåíòîâ çàòóõàíèÿ ìåæäó ñâÿçàííûìè ãàðìîíèêàìè
ñãóñòêîâ (1) è (2). Ïðè ýòîì, åñëè äåìïôèðóþòñÿ êîëåáàíèÿ òîëü-
êî îäíîãî èç ñãóñòêîâ, òî ñâÿçü ìîä â ÌÂ ïðèâîäèò ê îäíîâðåìåííî-
ìó çàòóõàíèþ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îáîèõ. Äîëÿ äåêðåìåíòà, ïåðå-
äàííîãî êîëåáàíèÿìè äåìïôèðóåìîãî ñãóñòêà, çàâèñèò îò ðàññòðîéêè
ñâÿçàííûõ ìîä îò ðåçîíàíñà. Ìàêñèìàëüíûé äåêðåìåíò ïåðåäàåòñÿ
â òî÷íîì ðåçîíàíñå è ñîñòàâëÿåò ïîëîâèíó îò äåêðåìåíòà çàòóõàíèÿ
ìîäû äåìïôèðóåìîãî ïó÷êà.

4.1.4. Ñòîëêíîâåíèÿ ñèììåòðè÷íûõ ñãóñòêîâ

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî óñòîé÷èâîñòü êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
ñèììåòðè÷íûõ ñãóñòêîâ. Êàê è ïðåæäå ñ÷èòàåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
ïàðàìåòðû ïó÷êîâ è ôîêóñèðîâêè êîëåö òàêîâû, ÷òî âûïîëíåíû ðà-
âåíñòâà

σ(1)y = σ(2)y = σy, ξ
(1)
y = ξ(2)y = ξy, ν

(1)
y = ν(2)y = νy. (4.87)
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Ïðè ýòîì òàêæå âûïîëíåíî K(1,2)
m,m1 = K

(2,1)
m,m1 . Òîãäà óðàâíåíèÿ (4.66)

è (4.67) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

X(1)
m = m

∞∑
m1=1

im−m1K(1,2)
m,m1

2πξy sin (2πm1νy)

cos 2πν − cos (2πm1νy)
X(2)

m1

è

X(2)
m = m

∞∑
m1=1

im−m1K(1,2)
m,m1

2πξy sin (2πm1νy)

cos 2πν − cos (2πm1νy)
X(1)

m1
.

Ñêëàäûâàÿ è âû÷èòàÿ ýòè óðàâíåíèÿ, íàõîäèì, ÷òî àìïëèòóäû

X(±)
m = X(1)

m ±X(2)
m (4.88)

óäîâëåòâîðÿþò íåñâÿçàííûì óðàâíåíèÿì

X(±)
m = ±m

∞∑
m1=1

im−m1K(1,2)
m,m1

2πξy sin (2πm1νy)

cos 2πν − cos (2πm1νy)
X(±)

m1
. (4.89)

Ïîýòîìó âåëè÷èíû X
(±)
m îïðåäåëÿþò ìîäû êîëåáàíèé ñèììåòðè÷íûõ

âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ. Ïî ïðèíÿòîé òåðìèíîëîãèè ãîâîðÿò, ÷òî âåëè÷è-
íà X(+)

m , îïèñûâàþùàÿ ñèíôàçíûå êîëåáàíèÿ ñãóñòêîâ, îïðåäåëÿåò
àìïëèòóäó 0-ìîäû, à âåëè÷èíà X(−)

m , îïèñûâàþùàÿ êîëåáàíèÿ ñãóñò-
êîâ ïðîòèâîïîëîæíîé ôàçû, îïðåäåëÿåò àìïëèòóäó π-ìîäû. Âïðî-
÷åì, äîïóñòèìî íàçûâàòü ýòè ìîäû êàê (+) ìîäà è (−) ìîäà.

Íàïîìíèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû K
(1,2)
m,m1 â ýòîì óðàâíåíèè ðàâíû

íóëþ, åñëè íîìåðà ìóëüòèïîëüíîñòè m è m1 ðàçíÿòñÿ íà íå÷åòíîå
÷èñëî. Åñëè ÷èñëà m è m1 îòëè÷àþòñÿ íà ÷åòíîå ÷èñëî, òî ñîãëàñíî
(4.79) êîýôôèöèåíòû im−m1K

(1,2)
m,m1 ðàâíû

im−m1K(1,2)
m,m1

= − 8/π(
(2m+ 2l)2 − 1

)
(4l2 − 1)

, m1 = m+ 2l. (4.90)

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (4.89), ïåðåïèøåì (4.89) â âèäå:

X(±)
m = ±m2πξy

∞∑
l=[ 1−m

2 ]

8/π(
(2m+ 2l)2 − 1

)
(1− 4l2)

X
(±)
m+2l (4.91)

× sin (2π [m+ 2l] νy)

cos 2πν − cos (2π [m+ 2l] νy)
,
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ãäå [x] � îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà x. Ñóììèðîâàíèå ïî l îáÿ-
çàòåëüíî ñîäåðæèò äèàãîíàëüíîå ñëàãàåìîå ñ l = 0. Èç (4.91) âèäíî,

÷òî âêëàäû íåäèàãîíàëüíûõ ñëàãàåìûõ (l ̸= 0) â àìïëèòóäû X
(±)
m

óìåíüøàþòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, ïî çàêîíó

δX(±)
m ∝ 1

(2m+ 2l)2 4l2
.

Ïîýòîìó åñëè ïàðàìåòðû ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ñòàëêèâàþùèõ-
ñÿ ïó÷êîâ íåâåëèêè (ñêàæåì, ξ(1,2)y ≪ 1), òî ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè
ëèíåéíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ìû ìîæåì îæèäàòü, ÷òî íàèáîëü-
øèé âêëàä â êîëåáàíèå ñ ìóëüòèïîëüíîñòüþ m äàåò äèàãîíàëüíîå
ñëàãàåìîå (l = 0), à âêëàäàìè îñòàëüíûõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â òà-
êîì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèå (4.91), çàïèñàííîå â âèäå

X(±)
m = ±2πξym

8/π

(4m2 − 1)

sin(2πmνy)

cos 2πν − cos(2πmνy)
X(±)

m , (4.92)

ñðàçó ïðèâîäèò ê äèñïåðñèîííîìó óðàâíåíèþ çàäà÷è:

cos 2πν(±)
m = cos (2πmνy)±

8

π

2πξym

(4m2 − 1)
sin (2πmνy) , (4.93)

ãäå ν(±) ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ìîä (±). Êàê óæå ãîâîðèëîñü, âçàèìî-
äåéñòâèå âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ ïðèâîäèò ê íåóñòîé÷èâîñòè èõ êîãåðåíò-
íûõ êîëåáàíèé ïðè ïðèáëèæåíèè ÷àñòîò νy ñóììîâûì ðåçîíàíñàì.
Â ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèÿ ñèììåòðè÷íûõ ïó÷êîâ è â ïðåíåáðåæåíèè
âêëàäàìè íåäèàãîíàëüíûõ ãàðìîíèê òàêèå ðåçîíàíñû ïðèõîäÿòñÿ íà
÷àñòîòû νy = n0/(2m), ãäå n0 � íîìåð àçèìóòàëüíîé ðåçîíàíñíîé ãàð-
ìîíèêè. Ïðè çàäàííîé âåëè÷èíå ξy è âáëèçè îäíîãî èç ðåçîíàíñîâ ìû
îïðåäåëèì âåëè÷èíû

ε = νy −
n0
2m

, ν(±)
m = mε+

n0
2

+ ∆ν(±)
m . (4.94)

Ñ÷èòàÿ âåëè÷èíû ∆ν
(±)
m è ε ìàëûìè è ðàçëàãàÿ â (4.93) òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè â ñòåïåííûå ðÿäû ïî ∆ν
(±)
m è ε ñ óäåðæàíèåì

êâàäðàòè÷íûõ ïî ∆ν
(±)
m ñëàãàåìûõ:

cos
(
2πmε+ 2π∆ν(±)

m

)
− cos (2πmε) = ± 8

π

2πξym

(4m2 − 1)
sin (2πmε) ,
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2π∆ν(±)
m (sin 2πmε) + 2π2

(
∆ν(±)

m

)2
(cos 2πmε)

= ∓ 8

π

2πξym

(4m2 − 1)
sin (2πmε) ,

2π2
(
∆ν(±)

m

)2
+ 2π2

(
2mε∆ν(±)

m

)
= ∓2π2

8

π

2m2ξyε

(4m2 − 1)
,

ïðèõîäèì ê äèñïåðñèîííîìó óðàâíåíèþ(
∆ν(±)

m

)2
+ 2mε∆ν(±)

m = ∓ 8

π

2m2ξyε

(4m2 − 1)
. (4.95)

Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî ïðè äâèæåíèè
÷àñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö âäîëü îñè νy ìîäû (+) ìîãóò îêàçàòüñÿ
íåóñòîé÷èâûìè äëÿ ÷àñòîò νy, ïðåâûøàþùèõ ðåçîíàíñíîå çíà÷åíèå
n0/(2m), à ìîäû (−) � äëÿ ÷àñòîò νy, íàõîäÿùèõñÿ íèæå ðåçîíàíñ-
íîãî çíà÷åíèÿ. Øèðèíû çàïðåùåííûõ ïîëîñ äëÿ îáåèõ ìîä îöåíèâà-
þòñÿ îäèíàêîâûìè âûðàæåíèÿìè

|ε| ≤ 16

π

ξy
(4m2 − 1)

. (4.96)

Îíè êâàäðàòè÷íî óáûâàþò ñ ðîñòîì íîìåðà ìóëüòèïîëüíîñòè êîëå-
áàíèé.

Ïðè ðåøåíèè äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (4.93) ñëåäóåò òàêæå
ïîìíèòü, ÷òî ÷àñòîòû íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö â ñãóñòêàõ
èçìåíÿþòñÿ ïîëÿìè âñòðå÷íîãî ïó÷êà. Äëÿ ëåíòî÷íîãî ïó÷êà ñ ñòó-
ïåí÷àòûì ðàñïðåäåëåíèåì ïî êâàäðàòàì àìïëèòóä âåðòèêàëüíûõ êî-
ëåáàíèé ñäâèãè ÷àñòîò äîëæíû âû÷èñëÿòüñÿ íà âåðòèêàëüíûõ ãðàíè-
öàõ ñãóñòêîâ. Âäàëè ïàðàìåòðè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ ýòè ñäâèãè ÷àñòîò
îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (4.45) è (4.46). Ïðè ýòîì ÷àñòîòû êîëåáà-
íèé çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

νy = ν(0)y + ξy
8

3π
. (4.97)

Ïîñêîëüêó ñàìî óðàâíåíèå (4.93) ïîëó÷åíî â ïðåäïîëîæåíèè î ìàëî-
ñòè ïàðàìåòðîâ ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ξy, ïðè âû÷èñëåíèè ñîá-
ñòâåííûõ ÷àñòîò ν(±) ñëåäóåò ðàçëîæèòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíê-
öèè â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ξy ñ óäåðæàíèåì
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ëèøü ëèíåéíûõ ñëàãàåìûõ. Ðåçóëüòàò îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì

cos 2πν(±)
m = cos

(
2πmν(0)y

)
− 8

3π
2πξym sin

(
2πmν(0)y

)
(4.98)

± 8

π

2πξym

(4m2 − 1)
sin
(
2πmν(0)y

)
.

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ÷àñòîòà äèïîëüíîé ìîäûm = 1 íå çàâèñèò
îò ñâÿçè ñèììåòðè÷íûõ ïó÷êîâ â ÌÂ:

cos 2πν
(+)
1 = cos

(
2πν(0)y

)
. (4.99)

Ýòà ìîäà îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ îáùåãî öåíòðà òÿæåñòè ïó÷êîâ, äâè-
æåíèå êîòîðîãî íå÷óâñòâèòåëüíî ê âîçìóùåíèÿì ïîëÿìè âñòðå÷íûõ
ñãóñòêîâ. Íàîáîðîò, äåéñòâèå ïîëåé âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ óäâàèâàåò
ñäâèã ÷àñòîòû äèïîëüíîé ìîäû ν

(−)
1 îòíîñèòåëüíî ÷àñòîòû íåâîçìó-

ùåííûõ êîëåáàíèé ν(0)y :

cos 2πν
(−)
1 = cos

(
2πν(0)y

)
− 8

3π
4πξy sin

(
2πν(0)y

)
. (4.100)

Ýòî âûðàæåíèå îòëè÷àåòñÿ îò âû÷èñëåííîãî â ïðèáëèæåíèè æåñò-
êèõ ñãóñòêîâ (2.76) ëèøü ìíîæèòåëåì 8/(3π) ≃ 0.85. Ïîýòîìó ìû
ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ñïåêòðîâ ÷àñòîò äè-
ïîëüíûõ êîëåáàíèé ïîëó÷åííûõ â ðàìêàõ ìîäåëè æåñòêèõ ñãóñòêîâ
ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ðàñ÷åòîì ñàìîñîãëàñî-
âàííûõ èçìåíåíèé ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàëêèâàþùèõñÿ ëåíòî÷-
íûõ ñãóñòêîâ ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè (4.30). Äðóãîé îñîáåííîñòüþ óðàâ-
íåíèé (4.93) èëè (4.98) ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðîâ
íå òîëüêî äèïîëüíûõ ìîä, íî è êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïðîèçâîëüíîé
ìóëüòèïîëüíîñòè. Òàêèå ìîäû îïèñûâàþò âîçìîæíîñòü âîçáóæäåíèÿ
âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñòêîâ. Î÷åâèäíî,
÷òî îíè ïîëíîñòüþ îòñóòñòâóþò â ìîäåëè ñ æåñòêèìè ðàñïðåäåëåíè-
ÿìè ÷àñòèö â ïó÷êàõ.

Ïîëîæåíèÿ ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ξy(ν
(0)
y ) îïðåäåëÿåòñÿ

óðàâíåíèåì ∣∣∣cos(2πν(±)
m

)∣∣∣ ≤ 1. (4.101)
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Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (4.93) ïîëîæåíèå ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâî-
ñòè ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé νy ñ ïåðèîäîì 1/(2m). Ýòî
ñâîéñòâî îòðàæàåò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî íåóñòîé÷èâîñòè êîãåðåíò-
íûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ îáóñëîâëåíû ñóììîâîé ñâÿçüþ êî-
ãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ. Ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ ñèììåòðè÷íûõ
ïó÷êîâ è â ïðåíåáðåæåíèè âêëàäàìè íåäèàãîíàëüíûõ ãàðìîíèê óñëî-
âèÿ ñóììîâîãî ðåçîíàíñà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå n = 2m. Ïî ýòîé ïðè-
÷èíå è óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè èìååò ïî νy ïåðèîä 1/(2m). Êàê âèäíî
èç óðàâíåíèÿ (4.98), òàêóþ æå ïåðèîäè÷íîñòü èìååò óñëîâèå óñòîé-

÷èâîñòè âäîëü îñè ν
(0)
y . Ìû ó÷òåì ýòî ñâîéñòâî, îïðåäåëèâ âìåñòî

mν
(0)
y ïåðåìåííóþ

xm = mν(0)y mod

(
1

2

)
. (4.102)

Òîãäà, ïðè èçìåíåíèè ν(0)y íà ëþáîì èíòåðâàëå k−1
2m ≤ ν

(0)
y ≤ k

2m , ãäå
k = 1, 2, . . . ,m, âåëè÷èíà xm èçìåíÿåòñÿ â äèàïàçîíå [0, 1/2]. Èñïîëü-
çóÿ ýòî îïðåäåëåíèå, ïåðåïèøåì ôîðìóëó (4.98) â âèäå:

cos 2πν(±)
m = cos (2πxm)− 8

π
2πξym sin (2πxm)

(
1

3
∓ 1

4m2 − 1

)
.

(4.103)
Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ìîäû (+) îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì

cos 2πν(+)
m = cos(2πxm)− 8

3π
2πξym sin(2πxm)

4m2 − 4

4m2 − 1
. (4.104)

Îíè ñîîòâåòñòâóþò óñòîé÷èâûì êîëåáàíèÿì ïðè âûïîëíåíèè óñëî-
âèÿ (4.101). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèå cos 2πν(+)

m ≤ 1 âûïîëíÿåò-

ñÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ξy è ν(0)y , à óñëîâèå −1 ≤ cos 2πν
(+)
m � ëèøü

äëÿ çíà÷åíèé ξy, íå ïðåâûøàþùèõ ïîðîãîâîå çíà÷åíèå:

ξ
(+)
th =

3π

8

cot(πxm)

2πm

4m2 − 1

4m2 − 4
. (4.105)

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ìîä (−) çíà÷åíèÿ ÷àñòîò óñòîé÷èâûõ êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

cos 2πν(−)
m = cos(2πxm)− 8

3π
2πξym sin(2πxm)

4m2 + 2

4m2 − 1
. (4.106)
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Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ξy îãðàíè÷èâàþòñÿ óñëîâèåì cos 2πν
(−)
m ≥ −1, à

ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà îïðåäåëÿ-
åòñÿ âûðàæåíèåì:

ξ
(−)
th =

3π

8

cot(πxm)

2πm

4m2 − 1

4m2 + 2
. (4.107)

Ïîñêîëüêó óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè äëÿ ìîä (±) äîëæíû áûòü âûïîë-

íåíû îäíîâðåìåííî, à ξ(−)
th < ξ

(+)
th , â êà÷åñòâå ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ ξy

ñëåäóåò âûáðàòü ξ(−)
th . Ïðèìåðû çàâèñèìîñòåé ξ(−)

th (ν
(0)
y ) äëÿ íåñêîëü-

êèõ ïåðâûõ íîìåðîâ ìóëüòèïîëüíîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé (ðèñ.
8) ïîêàçûâàþò, ÷òî âåëè÷èíû ïîðîãîâûõ òîêîâ ñãóñòêîâ ðàâíû íóëþ
íà âåðõíèõ ãðàíèöàõ ïåðèîäîâ è óâåëè÷èâàþòñÿ ïðè ïðèáëèæåíèè
ê èõ íèæíèì ãðàíèöàì. Òàêîå ïîâåäåíèå ãðàíè÷íûõ êðèâûõ ñïå-
öèôè÷íî äëÿ ñòîëêíîâåíèé ïðîòèâîïîëîæíî çàðÿæåííûõ ñãóñòêîâ,
êîãäà ñäâèãè ÷àñòîò íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïîëîæèòåëüíû. Åñëè
æå çíàêè çàðÿäîâ ñãóñòêîâ îäèíàêîâû, òî èõ âçàèìîäåéñòâèå â ÌÂ
îñëàáëÿåò ôîêóñèðîâêè êîëåö. Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ ξ(−)

th (ν
(0)
y ) ðàâ-

íû íóëþ íà íèæíèõ ãðàíèöàõ ïåðèîäîâ è óâåëè÷èâàþòñÿ ïðè ïðè-
áëèæåíèè ÷àñòîò ν

(0)
y ê âåðõíåé ãðàíèöå ïåðèîäà ïî ν

(0)
y . Ïðè çà-

äàííîì çíà÷åíèè ν(0)y òðåáîâàíèå îäíîâðåìåííîé óñòîé÷èâîñòè ìîä â
çàäàííîì äèàïàçîíå m áóäåò âûïîëíåíî, åñëè â êà÷åñòâå ïîðîãîâî-
ãî çíà÷åíèÿ ξ(−)

th áóäåò âûáðàíî íàèìåíüøåå â (4.107) çíà÷åíèå ξ(−)
th

(íàïðèìåð, ðèñ. 9). Âèäíî, ÷òî òàêîå òðåáîâàíèå ìîæåò ñóùåñòâåí-
íî îãðàíè÷èòü äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ïðîñòðàíñòâåííîãî
çàðÿäà ïó÷êîâ. Òàê, ñîãëàñíî äàííûì, èçîáðàæåííûì íà ðèñ. 9, äî-
ïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ξy ðåäêî ïðåâûøàþò 0.02 ïî÷òè äëÿ âñåõ ν

(0)
y

çà èñêëþ÷åíèåì óçêîé îáëàñòè ν
(0)
y , ðàñïîëîæåííîé íåìíîãî âûøå

ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà. Ïðåäïî÷òèòåëüíîñòü ïðèáëèæåíèÿ ÷à-
ñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó ðåçîíàíñó
ñâåðõó íàáëþäàëàñü íà ìíîãèõ ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûõ êîëëàéäåðàõ.
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Ðèñ. 8. Íåñêîëüêî ïðèìåðîâ çàâèñèìîñòåé ïîðîãîâûõ çíà÷åíèé ξy îò ÷à-

ñòîòû íåâîçìóùåííûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ν
(0)
y . Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � äè-

ïîëüíûå, òî÷êè � êâàäðóïîëüíûå, îêðóæíîñòè � ñåêñòóïîëüíûå êîãåðåíò-
íûå êîëåáàíèÿ

4.2. Ãîðèçîíòàëüíûå êîëåáàíèÿ ñèììåòðè÷íûõ

ëåíòî÷íûõ ïó÷êîâ

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ðåøàåìûé ïðèìåð, â êîòîðîì ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñòêîâ îïèñûâàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

f
(1,2)
0 =

δ(Iy)

(2π)2I0

{
1, Ix ≤ I0,
0, Ix > I0.

(4.108)

Îíè òàêæå îïèñûâàþò ëåíòî÷íûå â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè
ñãóñòêè. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñãóñòêàõ âîçáóæäå-
íû òîëüêî ãîðèçîíòàëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿmy = 0 èmx = m.
Â òàêîì ñëó÷àå, âîçìóùåíèÿ ãîðèçîíòàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáà-
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Ðèñ. 9. Çàâèñèìîñòü ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ ξy îò ÷àñòîòû íåâîçìóùåííûõ

áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ν
(0)
y äëÿ ïåðâûõ ïÿòè ìóëüòèïîëåé êîãåðåíòíûõ

êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ

íèé ÷àñòèö ñãóñòêà (1) îïèñûâàþòñÿ ëàãðàíæèàíîì

L1,2 =
N2e

2

πc

∫ ∞

−∞

dkxdkye
ikxx

k2x + k2y

∫ ∞

0
dI1

∫ 2π

0
dψ1e

ikxx1f (2)(I1, ψ1, θ)

(4.109)

=
4πN2e

2

c

∫ ∞

0

dk

k
eikx

∫ ∞

0
dI1
∑
m3

i−m3Jm3 (ka1) f
(2)
m3

(I1, θ).

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â (4.20) äàåò ñëåäóþùèå ñêîðîñòè èç-
ìåíåíèÿ àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ:

∂f
(1)
m

∂θs
+ imν(1)x f (1)m = δT (θ)

imN2e
2

2πcI0
δ(Ix − I0)

∫ ∞

0
dI1

∞∑
m3=1

im−m3

(4.110)

×2

∫ ∞

0

dk

k
Jm(ka)Jm3(ka1)

(
f (2)m3

(I1, θ) + f
(2)
−m3

(I1, θ)
)
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è

∂f
(2)
m

∂θs
+ imν(2)x f (2)m = δT (θ)

imN1e
2

2πcI0
δ(Ix − I0)

∫ ∞

0
dI1

∞∑
m3=1

im−m3

(4.111)

×2

∫ ∞

0

dk

k
Jm(ka)Jm3(ka1)

(
f (1)m3

(I1, θ) + f
(1)
−m3

(I1, θ)
)
.

Ïðåäïîëàãàÿ ñèììåòðèþ ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñòêîâ

N1 = N2 = N, ν(1)x = ν(2)x = νx

è èñïîëüçóÿ ïîäñòàíîâêè (4.53), (4.59) è (4.60):

f (1,2)m (I, θ) = δ(Ix − I0)

∞∑
n=−∞

X
(1,2)
m e−iνθ−inθ

ν + n−mνy
, (4.112)

ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì äëÿ àìïëèòóä X(1,2)
m :

X(1)
m =− 2mξ

∫ ∞

0

dk

k
Jm(ka0)

∞∑
m3=1

im−m3Jm3(ka0) (4.113)

×X(2)
m3

(I0) (Sm3 − S−m3) ,

X(2)
m =− 2mξ

∫ ∞

0

dk

k
Jm(ka0)

∞∑
m3=1

im−m3Jm3 (ka0) (4.114)

×X(1)
m3

(I0) (Sm3 − S−m3) .

Çäåñü a0 =
√
2I0βx/p,

ξ =
Ne2

2πcI0
, (4.115)

à

Sm − S−m =
−2π sin 2πmνx

cos 2πν − cos 2πmνx
. (4.116)

Òåïåðü, ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî èìååò ìåñòî òîæäåñòâî (A13)

2

∫ ∞

0

dk

k
Jm(ka0)Jm3 (ka0) =

4

π

sin
(
(m−m3)

π
2

)
m2 −m2

3

. (4.117)
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Ïîñêîëüêó ÷èñëà m è m3 èìåþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü, âûðàæåíèå â
ïðàâîé ÷àñòè (4.117) ðàâíî íóëþ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé m ̸= m3 è ðàâíî
1/m äëÿ íîìåðîâ m = m3. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

2

∫ ∞

0

dk

k
Jm(ka0)Jm3 (ka0) =

δm,m3

m
. (4.118)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ôîðìóëû (4.113), (4.114) è âûïîëíÿÿ
ñóììèðîâàíèå ïî m3, íàõîäèì, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå â ÌÂ ãîðèçîí-
òàëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ëåíòî÷íûõ ïó÷êîâ ñ ðàñïðåäåëåíè-
ÿìè (4.108) ñàìî îòáèðàåò â êîëëåêòèâíûå ìîäû ëèøü âêëàäû äèà-
ãîíàëüíûõ íîìåðîâ ìóëüòèïîëüíîñòè:

X(1)
m (I0) = −ξ

∞∑
m3=1

im−m3δm,m3X
(2)
m3

(I0) (Sm3 − S−m3)

=
2πξ sin 2πmνx

cos 2πν − cos 2πmνx
X(2)

m (I0),

èëè

X(1)
m (I0) =

2πξ sin 2πmνx
cos 2πν − cos 2πmνx

X(2)
m (I0), (4.119)

X(2)
m (I0) =

2πξ sin 2πmνx
cos 2πν − cos 2πmνx

X(1)
m (I0).

Ìîäû êîëåáàíèé îïðåäåëÿþòñÿ êîìáèíàöèÿìè

X(±)
m = X(1)

m (I0)±X(2)
m (I0), (4.120)

êîòîðûå èìåþò ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû:

cos 2πν± = cos 2πmνx ± 2πξ sin 2πmνx. (4.121)

Ïðè âû÷èñëåíèè ÷àñòîò ν± è ãðàíèö îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ñëåäóåò
ïîìíèòü, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ñãóñòêîâ â ÌÂ èçìåíÿåò ÷àñòîòû ãîðè-
çîíòàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ñîãëàñíî

cos 2πν0 = cos 2πνx + 2πξ sin 2πνx, (4.122)

ãäå ν0 � ÷àñòîòà íåâîçìóùåííûõ ãîðèçîíòàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëå-
áàíèé. Îòìåòèì ïîõîæåñòü âûðàæåíèé äëÿ ÷àñòîò äèïîëüíûõ ìîä â
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(4.121) ñ àíàëîãè÷íûìè ôîðìóëàìè (2.74) è (2.75), ðàññ÷èòàííûìè
â ìîäåëè æåñòêèõ ñãóñòêîâ. Äëÿ ìîäû (+) ýòè ÷àñòîòû ñîâïàäàþò â
òî÷íîñòè. Äëÿ ìîäû (−) îíè ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî êâàäðàòè÷-
íûõ ñëàãàåìûõ ïî ξ.

5. Çàòóõàíèå Ëàíäàó

Êàê óæå óïîìèíàëîñü, ïîëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà âñòðå÷-
íûõ ñãóñòêîâ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíî çàâèñÿò îò îòêëîíåíèé ÷àñòèö
îò çàìêíóòîé îðáèòû. Ñðåäè ïðî÷åãî, ýòî ïðèâîäèò ê çàìåòíûì èç-
ìåíåíèÿì (áåçðàçìåðíûõ) ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö ïðè èçìåíåíèè
àìïëèòóä èõ êîëåáàíèé. Äëÿ ðàçíîèìåííî çàðÿæåííûõ âñòðå÷íûõ
ïó÷êîâ õàðàêòåð ýòîé çàâèñèìîñòè òàêîâ, ÷òî ñäâèãè ÷àñòîò êîëå-
áàíèé îòíîñèòåëüíî èõ íåâîçìóùåííûõ çíà÷åíèé ïîëîæèòåëüíû è
èìåþò íàèáîëüøóþ âåëè÷èíó ξ äëÿ íóëåâûõ àìïëèòóä êîëåáàíèé ÷à-
ñòèö. Ïðè íåîãðàíè÷åííîì ðîñòå àìïëèòóä ýòè ñäâèãè ÷àñòîò óìåíü-
øàþòñÿ äî íóëÿ. Â ïó÷êå ñ ãëàäêèì ðàñïðåäåëåíèåì ïî àìïëèòóäàì
êîëåáàíèé ïðèñóòñòâóþò ÷àñòèöû ñî âñåìè àìïëèòóäàìè. Ïîýòîìó
ñïåêòð òàêîãî ïó÷êà âáëèçè ãàðìîíèê ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáà-
íèé ñîäåðæèò ìíîæåñòâî ÷àñòîò ìåæäó íåâîçìóùåííûì çíà÷åíèåì
è ÷àñòîòîé, ñìåùåííîé íà âåëè÷èíó ëèíåéíîãî ñäâèãà ÷àñòîòû ξ. Òà-
êèì îáðàçîì, åñëè äàæå ñãóñòêè äâèæóòñÿ â íàêîïèòåëüíûõ êîëüöàõ
ñ èäåàëüíî ëèíåéíîé ôîêóñèðîâêîé, èõ âçàèìîäåéñòâèå â ÌÂ ïðèâî-
äèò ê ïîÿâëåíèþ â íèõ ðàçáðîñîâ ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö. Â òàêèõ
óñëîâèÿõ âçàèìîäåéñòâèå êîëåáàíèé ÷àñòèö è êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé ñãóñòêîâ ìîæåò âûçûâàòü çàòóõàíèå Ëàíäàó êîãåðåíòíûõ êîëå-
áàíèé. Ðåçîíàíñíîñòü íåóñòîé÷èâîñòåé èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ ñãóñò-
êîâ â ÌÂ âíîñèò ñâîè îñîáåííîñòè â õàðàêòåð çàòóõàíèÿ Ëàíäàó êî-
ãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ. Òàê, â îïðåäåëåííûõ óñëî-
âèÿõ, îæèäàåìîå çàòóõàíèå ìîæåò ïåðåéòè â àíòèçàòóõàíèå àìïëè-
òóä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ðàç-
áðîñ ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö âûçûâàåò àíòèçàòóõàíèå Ëàíäàó. Äëÿ
íåóñòîé÷èâîñòåé êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ ýòî ÿâ-
ëåíèå âïåðâûå áûëî îáíàðóæåíî è îïèñàíî â ðàáîòå [12].
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5.1. Îïèñàíèå ìîäåëè

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëóàíàëèòè÷åñêîé ìîäåëè, îïèñûâàþùåé çàòó-
õàíèå Ëàíäàó êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ, ìû âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì, ïðèìåíÿâøèìñÿ â ðàáîòå [20] äëÿ èçó÷åíèÿ
ñõîäíûõ ïðîáëåì â ïó÷êàõ ñ ñèëüíûì ïðîñòðàíñòâåííûì çàðÿäîì.
Ìû óïðîñòèì âû÷èñëåíèÿ ïðåäïîëàãàÿ âûïîëíåíèå íåñêîëüêèõ ñïå-
öèàëüíûõ óñëîâèé. Èìåííî, ìû ðàññìîòðèì ñòîëêíîâåíèÿ ñèììåò-
ðè÷íûõ, ëåíòî÷íûõ ïó÷êîâ, íåâîçìóùåííûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
â êîòîðûõ îïèñûâàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

f
(1,2)
0 =

1

(2π)2
δ (Iy) f0(Ix). (5.1)

Êðîìå òîãî, ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòàëêèâàþùèåñÿ ñãóñòêè ñîâåð-
øàþò êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ òîëüêî â ãîðèçîíòàëüíî ïëîñêîñòè
(my = 0, mx = m). Â ðàìêàõ òàêîé ìîäåëè óðàâíåíèÿ (4.20) çà-
ïèñûâàþòñÿ â âèäå:

∂f
(1)
m

∂θ
+ imνxf

(1)
m = −imδT (θ)

∂f0
∂I

N2e
2

c
(5.2)

×
∞∑

m3=1

im−m3

∫ ∞

0
dI1K

(1,2)
m,m3

(I, I1)
(
f (2)m3

(I1, θ) + f
(2)
−m3

(I1, θ)
)
,

∂f
(2)
m

∂θ
+ imνxf

(2)
m = −imδT (θ)

∂f0
∂I

N1e
2

c

×
∞∑

m3=1

im−m3

∫ ∞

0
dI1K

(2,1)
m,m3

(I, I1)
(
f (1)m3

(I1, θ) + f
(1)
−m3

(I1, θ)
)
.

Çäåñü

K(1,2)
m,m3

(I, I1) =

∫ ∞

−∞

dk

k
Jm

(
k

√
Iβ(1)

)
Jm3

(
k

√
I1β(2)

)
, (5.3)

à Jk(z) � ôóíêöèè Áåññåëÿ. Íàïîìíèì, ÷òî J−k(z) = (−1)kJk(z) è
Jk(−z) = (−1)kJk(z). Ïîñêîëüêó ìû áóäåì èçó÷àòü ëèøü ãîðèçîí-
òàëüíûå êîëåáàíèÿ, ìû áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ x òàì, ãäå ýòî íå ïðè-
âåäåò ê íåäîðàçóìåíèÿì. Ìû áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çíà-
÷åíèÿ íåâîçìóùåííûõ è äèíàìè÷åñêèõ β-ôóíêöèé â ÌÂ ñîâïàäàþò
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äëÿ îáîèõ ïó÷êîâ β(1) = β(2) = β. Èç (5.3) íàõîäèì, ÷òî

K(1,2)
m,m3

(I, I1) = K(2,1)
m,m3

(I, I1) = Km,m3(I, I1),

à

Km,m3(I, I1) =

∫ ∞

−∞

Jm(k
√
I)Jm3

(
k
√
I1
)

|k|
dk, m+m3 = 2l, (5.4)

Km,m3(I, I1) = 0, m+m3 = 2l + 1, (5.5)

ãäå l � öåëîå ÷èñëî.
Äëÿ ñèììåòðè÷íûõ âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ èç (5.2) ïîëó÷àåì óðàâíå-

íèÿ äëÿ ìîä
f (±)
m = f (1)m ± f (2)m . (5.6)

Â ðàìêàõ íàøåé ìîäåëè ýòè óðàâíåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

∂f
(±)
m

∂θ
+ imνxf

(±)
m = ∓imδT (θ)

∂f0
∂I

N2e
2

c

∞∑
m3=1

im−m3 (5.7)

×
∫ ∞

0
dI1Km,m3(I, I1)

(
f (±)
m3

(I1, θ) + f
(±)
−m3

(I1, θ)
)
.

Â îáùåì ñëó÷àå, ôóíêöèè f (1,2)m ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè
ìîä f (±)

m . Ïîýòîìó êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ñèììåòðè÷íûõ âñòðå÷íûõ
ïó÷êîâ áóäóò óñòîé÷èâû ëèøü ïðè îäíîâðåìåííîé óñòîé÷èâîñòè ìîä
f
(+)
m è f (−)

m .

5.2. Íåêîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëîæåíèÿìè îáùåé òåîðèè êîãåðåíòíûõ êîëå-
áàíèé (íàïðèìåð, â [1], èëè â [8]), à òàêæå ââèäó ðåçîíàíñíîãî õàðàê-
òåðà èçó÷àåìûõ ÿâëåíèé, äî âû÷èñëåíèÿ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ìîä,
îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè (5.7), íàì ñëåäóåò óòî÷íèòü çíà÷åíèÿ ÷à-
ñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö â ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñòêàõ νx
è β-ôóíêöèé êîëåö â ÌÂ. Â íàøåé ìîäåëè êîëåáàíèÿ ÷àñòèö, íàïðè-
ìåð, ñãóñòêà (1) â ÌÂ âîçìóùàþòñÿ ñèëîé

Fx = ω0

∂L
(0)
1,2

∂x
= −δT (ct)

N2e
2p

β2
x

∫ 1

0

du√
1− u

f0

(
px2

2β2
u

)
, (5.8)
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ãäå β1,2 � çíà÷åíèÿ β-ôóíêöèé ãîðèçîíòàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëå-
áàíèé ÷àñòèö ñãóñòêîâ (1) è (2) â ÌÂ. Åñëè ϵ � ãîðèçîíòàëüíûå
ýìèòòàíñû ñãóñòêîâ, òî èõ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò
ñîîòíîøåíèþ f0(0) = 1/(pϵ). Òîãäà, ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê
ñëåäóþùèì âûðàæåíèÿì äëÿ ÷àñòîò íåêîãåðåíòíûõ ëèíåéíûõ áåòà-
òðîííûõ êîëåáàíèé ν(1,2)x è β-ôóíêöèé â ÌÂ (íàïðèìåð, â [13]):

cosµ(1) = cosµ0 −
N2e

2

pcϵ

β0
β2

sinµ0, β1 sinµ
(1) = β0 sinµ0, (5.9)

cosµ(2) = cosµ0 −
N1e

2

pcϵ

β0
β1

sinµ0, β2 sinµ
(2) = β0 sinµ0. (5.10)

Çäåñü, µ = 2πνx, µ0 = 2πνx0, β0 � çíà÷åíèÿ íåâîçìóùåííûõ β-
ôóíêöèé ãîðèçîíòàëüíûõ êîëåáàíèé. Ìû óæå âñòðå÷àëèñü ñ òàêèìè
óðàâíåíèÿìè â ñâÿçè ñ êîëåáàíèÿìè ÷àñòèö â æåñòêèõ ñãóñòêàõ (ðàç-
äåë 2.2.1.). Îíè îïèñûâàþò ñàìîñîãëàñîâàííûå èçìåíåíèÿ ÷àñòîò áå-
òàòðîííûõ êîëåáàíèé è β-ôóíêöèé ïîëÿìè âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ. Äëÿ
ñòîëêíîâåíèé ñèììåòðè÷íûõ ñãóñòêîâ (N1 = N2 = N) òàêèå ñàìîñî-
ãëàñîâàííûå óðàâíåíèÿ èìåþò ðåøåíèÿ è ïîòîìó îïèñûâàþò óñòîé-
÷èâûå ëèíåéíûå áåòàòðîííûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèö ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ
µ0 è β0. Îïðåäåëèâ B = 2πξ, ãäå

ξ =
Ne2

2πpcϵ
(5.11)

� ïàðàìåòð ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ñãóñòêà, ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ
(5.9) è (5.10) â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå

cosµ(1) = cosµ0 −B
β0
β2

sinµ0, β1 sinµ
(1) = β0 sinµ0, (5.12)

cosµ(2) = cosµ0 −B
β0
β1

sinµ0, β2 sinµ
(2) = β0 sinµ0. (5.13)

Â ðåàëèñòè÷åñêîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ B < 1, óðàâíåíèÿ (5.12) è
(5.13) ïðåäñêàçûâàþò ðàâíûå èçìåíåíèÿ ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëå-
áàíèé è β-ôóíêöèé äëÿ âñåõ çíà÷åíèé µ0. Ïîìèìî ýòîãî, â óçêîé
îáëàñòè ÷àñòîò:

arccos

(
B2 − 1

1 +B2

)
≤ µ0 ≤ arccos

(
B2 − 1√
1 +B2

)
, B < 1, (5.14)
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óðàâíåíèÿ (5.12) è (5.13) â äîïîëíåíèå ê ñèììåòðè÷íûì ðåøåíèÿì
ïðåäñêàçûâàþò ðåøåíèÿ ñ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùèìèñÿ çíà÷åíèÿ-
ìè β-ôóíêöèé β1 è β2 â ìåñòå âñòðå÷è. Ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì äî-
ïîëíèòåëüíûì ðåøåíèÿì ÷àñòîòû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé â ñãóñò-
êàõ (1) è (2) â ýòîé îáëàñòè òàêæå ðàçëè÷íû. Ýòî òàê íàçûâàåìîå
�ip-�op ðàñùåïëåíèå áåòàòðîííûõ ôóíêöèé. Îíî ñâÿçàííî ñ ñàìî-
ñîãëàñîâàííîñòüþ óðàâíåíèé (5.12) è (5.13), à òàêæå ñ íåëèíåéíîé
çàâèñèìîñòüþ ôóíêöèé â ýòèõ óðàâíåíèÿõ îò áåòàòðîííûõ ôóíêöèé
êîëåö. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ξ øèðèíà òàêîé �ip-�op îáëàñòè íåâå-
ëèêà (∆µ0 ≃ 0.3B). Ïî ýòîé ïðè÷èíå, à òàêæå ïîñêîëüêó, êàê ìû
âèäåëè, êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ ñ ðàâíûìè ïîïå-
ðå÷íûìè ðàçìåðàìè èìåþò áîëåå æåñòêèå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, â
äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèÿõ ìû áóäåì èãíîðèðîâàòü âîçìîæíîñòü òà-
êîãî ðàñùåïëåíèÿ.

Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ (5.12) è (5.13) ïîëó÷àåì

cosµx =
cosµ0 −B

√
B2 + sin2 µ0

1 +B2
, kπ ≤ µ0 ≤ kπ + π, (5.15)

sinµx =
β0
β1

sinµ0 =
B cosµ0 +

√
B2 + sin2 µ0

(1 +B2)
(5.16)

ãäå k � öåëîå. Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò:

cosµ0 = cosµx +B sinµx. (5.17)

Äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé ξ ñäâèã ÷àñòîòû íåêîãåðåíòíûõ áåòàòðîííûõ
êîëåáàíèé çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèé ñãóñòêîâ â ÌÂ ðàâåí ξ. Ñ óâåëè-
÷åíèåì ξ âåëè÷èíà ýòîãî ñäâèãà îòêëîíÿåòñÿ îò ξ. Ýòî îñîáåííî çà-
ìåòíî ïðè ïðèáëèæåíèè ÷àñòîò νx0 ê ïàðàìåòðè÷åñêèì ðåçîíàíñàì
(ðèñ. 10).

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (5.15) èçìåíåíèÿ ÷àñòîò íåâîçìóùåííûõ
êîëåáàíèé â äèàïàçîíå k/2 ≤ νx0 ≤ (k+1)/2, ãäå k � öåëîå, âûçûâàåò
èçìåíåíèÿ ÷àñòîò νx â îáëàñòè

k

2
+ ∆ξ ≤ νx ≤ k + 1

2
, (5.18)

ãäå

∆ξ =
1

2π
arccos

1−B2

1 +B2
. (5.19)
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Ðèñ. 10. Çàâèñèìîñòü ñäâèãà ÷àñòîòû ëèíåéíûõ íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
èç-çà ýôôåêòîâ âñòðå÷è îò ÷àñòîòû íåâîçìóùåííûõ êîëåáàíèé (ν0); ëèíèÿ
1 � ξ = 0.05, ëèíèÿ 2 � ξ = 0.005

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè çàäàííîé âåëè÷èíå ξ ñïåêòðû ìàëûõ íåêî-
ãåðåíòíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñòêîâ
èìåþò âäîëü îñè νx ùåëü, ðàñïîëîæåííóþ ñðàçó çà ïàðàìåòðè÷åñêèì
ðåçîíàíñîì. Øèðèíà ýòîé ùåëè ðàâíà ∆ξ (ðèñ. 11).

Ïîñêîëüêó ïîëîæåíèå âåðõíåé ãðàíèöû â (5.18) íå çàâèñèò îò ξ,
áåòàòðîííûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèö â ñòàëêèâàþùèõñÿ ïó÷êàõ íå ìîãóò
âîçìóùàòüñÿ ðåçîíàíñàìè νx = n/(2m), ãäå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n è
m, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

k

2
≤ n

2m
≤ k

2
+ ∆ξ. (5.20)

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, íåëèíåéíûå çàâèñèìîñòè ïîëåé â ÌÂ îò êî-
îðäèíàò ÷àñòèö ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ ðàçáðîñîâ ÷àñòîò áåòàòðîí-
íûõ êîëåáàíèé â ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñòêàõ. Â èñïîëüçóåìîé ìîäåëè,
äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé ξ è âäàëè îò ïàðàìåòðè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ ïðî-
ñòûå âû÷èñëåíèÿ ÷àñòîò ãîðèçîíòàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷à-
ñòèö â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìåòîäà óñðåäíåíèé ïðèâîäÿò ê ôîðìóëå

ν(1,2)x (I) = νx0 +
Ne2

2πcI

∫ I

0
dI1f

(1,2)
0 (I1). (5.21)
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Ðèñ. 11. Çàâèñèìîñòü νx îò ÷àñòîòû íåâîçìóùåííûõ êîëåáàíèé (νx0). Ãîðè-
çîíòàëüíûå áåòàòðîííûå êîëåáàíèÿ, ξ = 0.05. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ëèøü
êâàäðàò, â êîòîðîì 0 ≤ νx0 ≤ 1 è 0 ≤ νx ≤ 1. Çàâèñèìîñòè ïðè áîëüøèõ çíà-
÷åíèÿõ ÷àñòîò ïîëó÷àþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì âäîëü äèàãîíàëè
ðèñóíêà

Â áîëåå øèðîêèõ îáëàñòÿõ ξ è νx0 ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå êîëå-
áàíèé ÷àñòèö ñ èñïîëüçîâàíèåì â ÌÂ ñèëû, îïðåäåëåííîé â (5.8),
ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ äëÿ νx(I), êîòîðîå ìîæåò áûòü çàïèñàíî àíà-
ëîãè÷íî ôîðìóëå (5.21):

νx(I) = νx0 +∆νx(0)
pϵ

I

∫ I

0
dI1f0(I1). (5.22)

Çäåñü ∆νx(0) � ñäâèã ÷àñòîòû ëèíåéíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé, âû-
÷èñëÿåìûé ïî ôîðìóëå (5.15).

5.3. Äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ è ìîäû

Ìû óïðîñòèì îïèñàíèå çàòóõàíèÿ Ëàíäàó ñèììåòðè÷íûõ âñòðå÷-
íûõ ïó÷êîâ ïðåäïîëîæèâ, ÷òî íåâîçìóùåííûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñãóñòêîâ ýêñïîíåíöèàëüíî çàâèñÿò îò ïåðåìåííîé äåéñòâèå ãîðè-
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çîíòàëüíûõ êîëåáàíèé:

f0 =
1

pϵ
e−x, x =

I

pϵ
, (5.23)

ãäå ϵ � ãîðèçîíòàëüíûé ýìèòòàíñ ñãóñòêà. Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå
â (5.22), ïèøåì

νx(I) = νx0 +∆νx(0)
1− e−x

x
, (5.24)

èëè

νx(I) = νx −∆νx(0)

(
1− 1− e−x

x

)
. (5.25)

Òåïåðü, ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå (5.7) ïîñëåäîâàòåëüíî f0 èç (5.23),

f (±)
m = e−iνθ

∞∑
n=−∞

f (±)
m,ne

−inθ (5.26)

è

f (±)
m,n =

X
(±)
m (I)

ν + n−mνx(I)
, f

(±)
−m,n =

X
(±)
−m(I)

ν + n+mνx(I)
, (5.27)

íàõîäèì, ÷òî àìïëèòóäûX(±)
m óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþX

(±)
−m = −X(±)

m

è âû÷èñëÿþòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

X(±)
m = ∓mξe−x

∫ ∞

0
dx1

∞∑
m3=1

im−m3Km,m3(x, x1) (5.28)

×X(±)
m3

(x1) (Sm3 − S−m3) .

Çäåñü

Sm =

∞∑
n=−∞

1

ν + n−mνx(x)
. (5.29)

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ÷àñòîò ν, ðàñïîëîæåííûõ â íèæíåé ïîëóïëîñêî-
ñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ν, ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (5.28) äîëæ-
íà âû÷èñëÿòüñÿ åå àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì â ýòó ïîëóïëîñ-
êîñòü (ñì., íàïðèìåð, â [1] èëè [17]).

Ìû óæå îáñóæäàëè îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ ïîäîáíîãî èíòåãðàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ âåðòèêàëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé

91



âñòðå÷íûõ, ëåíòî÷íûõ ïó÷êîâ. Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî îáùèì ïðà-
âèëàì òåîðèè ëèíåéíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïðè ìàëûõ çíà÷å-
íèÿõ ïàðàìåòðà ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ξ 2 çíà÷åíèå ñîáñòâåííîé
÷àñòîòû ν â (5.28) äëÿ ìîäû ñ ìóëüòèïîëüíîñòüþ m îæèäàåòñÿ áëèç-
êèì ê ÷àñòîòå mνx. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó âçàèìîäåéñòâèå
ñãóñòêîâ â ÌÂ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ñèë ïðîñòðàíñòâåííî-
ãî çàðÿäà, ìîäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ìîãóò îêàçàòüñÿ íåóñòîé-
÷èâûìè òîëüêî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ÷àñòîòû νx ïðèáëèæàþòñÿ ê
çíà÷åíèÿì, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ñóììîâûì ðåçîíàíñàì êîãåðåíò-
íûõ êîëåáàíèé νx ≃ n/(2m), ãäå n è m � öåëûå ÷èñëà. Ïðåäïîëàãàÿ
êàê è ïðåæäå, ÷òî ïðè ìàëûõ ξ ðåçîíàíñû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ ñ îòëè÷àþùèìèñÿ íîìåðàìè ìóëüòèïîëüíîñòè
íå èíòåðôåðèðóþò, ìû ïðåíåáðåæåì â óðàâíåíèÿõ (5.28) âêëàäàìè
íåäèàãîíàëüíûõ ñëàãàåìûõ m3 ̸= m. Ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ â ïðàâîé
÷àñòè (5.28) íåäèàãîíàëüíûõ è íåðåçîíàíñíûõ ñëàãàåìûõ:

X(±)
m ≃ ∓mξe−x

∫ ∞

0
dx1Km,m(x, x1)X

(±)
m (x1)

×

( ∞∑
n=−∞

1

ν + n−mνx(x)
−

∞∑
n=−∞

1

ν + n+mνx(x)

)

≃ ∓mξe−x

∫ ∞

0
dx1Km,m(x, x1)X

(±)
m (x1)

×
(

1

ν −mνx(x)
− 1

ν − n+mνx(x)

)
,

à òàêæå îïðåäåëèâ:

z1 =
1

mξ

(
ν − n

2

)
, δ(x) =

1

ξ

(
νx(x)−

n

2m

)
, (5.30)

ãäå n � àçèìóòàëüíûé íîìåð ðåçîíàíñíîé ãàðìîíèêè, ïðèõîäèì ê
óðàâíåíèþ

X(±)
m (x) = ∓e−x

∫ ∞

0
dx1V (x1)Km(x, x1)X

(±)
m (x1), (5.31)

2 Â íàøåé çàäà÷å ìû ìîæåì îïðåäåëèòü âåðõíþþ ãðàíèöó ξ íåðàâåíñòâîì
B < 1, ãäå B = 2πξ.
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ãäå (m > 0)

Km(x, x1) = 2

∫ ∞

0

Jm(k
√
x)Jm

(
k
√
x1
)

k
dk, (5.32)

à

V (x) =
2δ(x)

z21 − δ2(x)
, Imz1 > 0. (5.33)

Îäèí èç ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà â (5.32) ïðèâåäåí â Ïðè-
ëîæåíèè A ôîðìóëû (A17 � A19). Ìû, òåì íå ìåíåå, îáñóäèì åùå
îäèí ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ýòîãî èíòåãðàëà, êîòîðûé îñíîâûâàåòñÿ íà
ïðèìåíåíèè òåîðåìû ñëîæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ. Îáîçíà÷èâ,
íàïðèìåð, b =

√
x1/x, ïèøåì

Jm (k) Jm(kb) =

∫ 2π

0

dα

2π
e−imαJ0(kr),

ãäå r =
√
1 + b2 − 2b cosα. Ïîñëå ýòîãî ÿäðî Km çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Km(1, b) = 2

∫ ∞

0

dk

k

∫ 2π

0

dα

2π
e−imαJ0(kr).

Èíòåãðèðóÿ çäåñü ïî α ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

Km =
2

−im

∫ ∞

0

dk

k

∫ 2π

0

dα

2π
e−imαdJ0(kr)

dα

=
2

im

∫ 2π

0

dα

2π
e−imα b sinα√

1 + b2 − 2b cosα

∫ ∞

0
J1 (kr) dk.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∫ ∞

0
J1 (kr) dk =

1

r
,

ïèøåì

Km =
2

im

∫ 2π

0

dα

2π
e−imα b sinα

1 + b2 − 2b cosα
.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíî. Èñïîëüçóÿ ïîäñòà-
íîâêó z = e−iα, ïåðåïèøåì ÿäðî Km â âèäå

Km(1, b) = − 1

m

∫
|z|=1

dz

2πi
zm−1 1− z2

z2 − 1+b2

b z + 1
.
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Â ýòîì âûðàæåíèè èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ âäîëü êîíòóðà |z| = 1, êî-
òîðûé îáõîäèòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Çíà÷åíèå èíòåãðà-
ëà îïðåäåëÿåòñÿ âû÷åòàìè ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â ïðîñòûõ
ïîëþñàõ:

z1,2 =
1 + b2

2b
±

√(
1 + b2

2b

)2

− 1 =
1 + b2 ± |b− 1|(b+ 1)

2b
.

Åñëè, íàïðèìåð, x1 < x è ïîýòîìó b < 1, ïîëþñ â òî÷êå z1 = 1/b ïî-
ïàäàåò âíå êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ, à ïëþñ â òî÷êå z2 = b íàõîäèòñÿ
âíóòðè êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ. Âû÷èñëÿÿ âû÷åò â òî÷êå z2, ïèøåì

Km(1, b) = −2πi

m

bm−1

2πi

1− b2

2b− 1+b2

b

=
bm

m
=

(x1/x)
m/2

m
, x > x1. (5.34)

Àíàëîãè÷íî, åñëè x < x1, òî âíóòðü êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ ïîïà-
äàåò ïîëþñ â òî÷êå z1 = 1/b. Ïîâòîðåíèå óæå îïèñàííûõ âû÷èñëåíèé
Km ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó:

Km(x, x1) =
(x/x1)

m/2

m
, x < x1. (5.35)

Îáúåäèíÿÿ ôîðìóëû (5.34) è (5.35), ïîëó÷àåì

Km(x, x1) =
1

m

{
(x/x1)

m/2 , x < x1,

(x1/x)
m/2 , x > x1.

(5.36)

Ïîäñòàâèâ (5.36) â (5.31) è çàïèñûâàÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ,

íàïðèìåð, äëÿ ìîäû X
(−)
m â âèäå

X(−)
m = e−xxm/2p(−)

m (x) , (5.37)

ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ íîâîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè
p
(−)
m (x):

p(−)
m (x) =

1

m

∫ x

0
dx1

xm1
xm

e−x1V (x1) p
(−)
m (x1)

+
1

m

∫ ∞

x
dx1e

−x1V (x1) p
(−)
m (x1),
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èëè

p(−)
m (x) =

1

m

∫ ∞

0
dx1e

−x1V (x1) p
(−)
m (x1) (5.38)

+
1

mxm

∫ x

0
dx1e

−x1xm1 V (x1) p
(−)
m (x1)

− 1

m

∫ x

0
dx1e

−x1V (x1) p
(−)
m (x1).

Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (5.38) èìååì

p(−)
m (0) =

1

m

∫ ∞

0
dx1e

−x1V (x1) p
(−)
m (x1).

Ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäà÷è îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî
ìíîæèòåëÿ, ìû ìîæåì âûáðàòü óñëîâèå èõ íîðìèðîâêè òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü óñëîâèå p(−)

m (0) = 1. Â ðåçóëüòàòå, îäíîðîäíîå óðàâíå-
íèå (5.38) çàìåíÿåòñÿ íåîäíîðîäíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì äëÿ

p
(−)
m (x)

p(−)
m (x) = 1 +

1

mxm

∫ x

0
dx1e

−x1xm1 V (x1)p
(−)
m (x1) (5.39)

− 1

m

∫ x

0
dx1e

−x1V (x1)p
(−)
m (x1)

è äèñïåðñèîííûì óðàâíåíèåì çàäà÷è:

1 =
1

m

∫ ∞

0
dxe−xV (x)p(−)

m (x). (5.40)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìîä
óðàâíåíèÿ (5.39) è (5.40) äîëæíû ðåøàòüñÿ ñîâìåñòíî. Âõîäÿùàÿ â

íèõ ôóíêöèÿ p(−)
m (x) çàâèñèò íå òîëüêî îò x, íî è îò çíà÷åíèÿ ñîá-

ñòâåííîé ÷àñòîòû (z1), êàê îò ïàðàìåòðà. Èíîãäà, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü

ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, ìû áóäåì ïèñàòü p(−)
m (z1, x) âìåñòî p

(−)
m (x).

Äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé ïðåîáðàçóåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
(5.39) â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ p(−)

m (x). Äèôôåðåíöèðóÿ
(5.39) îäèí ðàç ïî x, íàõîäèì

dp
(−)
m (x)

dx
= − 1

xm+1

∫ x

0
dx1e

−x1xm1 V (x1) p
(−)
m (x1). (5.41)
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Ïîñëå åùå îäíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèè
(
xm+1dp

(−)
m (x)/dx

)
ïîëó÷èì èñêîìîå óðàâíåíèå

d

dx

(
xm+1dp

(−)
m (x)

dx

)
= −e−xxmV (x) p(−)

m (x). (5.42)

Èñïîëüçóÿ ïîäñòàíîâêó

p(−)
m (x) =

w(x)

x
, (5.43)

ïîëó÷àåì (w′ = dw/dx)

w′′ +
(m− 1)

x
w′ − (m− 1)

x2
w = −e

−x

x
V (x)w(x). (5.44)

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ p(−)
m (0) = 1, ôóíêöèÿ w â ýòîì

óðàâíåíèè äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì:

w(0) = 0, w′(0) = 1. (5.45)

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà â äèñïåðñèîííîì óðàâíåíèè (5.40) òðåáóåò

çíàíèÿ ôóíêöèè p
(−)
m (x), êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ (5.44). Ïîñëåäíÿÿ ïðîöåäóðà äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ ñ òî÷-
íîñòüþ, êîòîðàÿ áóäåò äîñòàòî÷íîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèñïåðñèîííîãî
èíòåãðàëà è äëÿ ïîñëåäóþùåãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äèñïåðñèîííîãî
óðàâíåíèÿ. Ïðè ýòîì íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî òî÷íîñòü ðåøåíèé íà
ïîñëåäóþùèõ øàãàõ ýòîé öåïî÷êè âû÷èñëåíèé áóäåò óìåíüøàòüñÿ.
Ýòèõ óñëîæíåíèé ðåøåíèÿ äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (5.40) óäàåòñÿ
èçáåæàòü èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðàâîé ÷àñòè â (5.40), êîòîðûå
àíàëîãè÷íû íàéäåííûì â ðàáîòå [20]. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñ-
íî (5.42), âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà:

1 =
1

m

∫ ∞

0
dxe−xV (x) p(−)

m (x) = − 1

m

∫ ∞

0

dx

xm
d

dx

(
xm+1dp

(−)
m (x)

dx

)

= − 1

m

(
x
dp

(−)
m (x)

dx

)
x=∞

−
∫ ∞

0
dx
dp

(−)
m (x)

dx

= − 1

m

(
x
dp

(−)
m (x)

dx

)
x=∞

− p(−)
m (∞) + 1.
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Ïðè áîëüøèõ àìïëèòóäàõ êîëåáàíèé (x → ∞) ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíå-
íèÿ (5.42) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïîýòîìó åãî ðåøåíèÿ â òàêîé àñèìïòî-
òè÷åñêîé îáëàñòè çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

dp
(−)
m (x)

dx
=

C

xm+1
, p(−)

m (x) = C1 +
C

(m+ 1)xm
,

ãäå C è C1 � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè z1. Èñïîëüçóÿ ýòè àñèìïòîòèêè,
íàõîäèì

lim
x→∞

(
x
dp

(−)
m (x)

dx

)
= 0. (5.46)

Ýòî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (5.40) â áîëåå ïðî-
ñòîé ôîðìå:

p(−)
m (z1,∞) = 0. (5.47)

Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò z1 ñâîäèòñÿ ê ïîèñ-
êó êîðíåé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ôóíê-
öèè z1 è x, â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå x→ ∞. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî
ñóùåñòâåííî îáëåã÷àåò ïðîöåäóðó îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò
è óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ
â ðàìêàõ îïèñàííîé ìîäåëè.

Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ ìîäû (+) ïðèâîäÿò ê äèñïåðñèîí-
íîìó óðàâíåíèþ

p(+)
m (z1,∞) = 0, (5.48)

â êîòîðîì p
(+)
m (x) = w(+)(x)/x, à ôóíêöèÿ w(+)(x) óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèÿì, ïîëó÷àþùèìñÿ ïîñëå çàìåíû â (5.44), (5.45) ôóíêöèè
V (x) íà −V (x):

d2w(±)

dx2
+

(m− 1)

x

dw(±)

dx
− (m− 1)

x2
w(±) (5.49)

= ∓e
−x

x
V (x)w(±)(x).

Ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (5.39), èëè (5.49) è (5.45) äëÿ ôóíêöèé p(±)
m (z1, x)

âûïîëíÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå óñëîâèå

lim
|z1|→∞

p(±)
m (z1,∞) = 1. (5.50)
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Îíî îçíà÷àåò, ÷òî êîðíè äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé (5.47) è (5.48) ìî-
ãóò íàõîäèòüñÿ òîëüêî âíóòðè îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, îêðóæàþùåé
íà÷àëî êîîðäèíàò ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z1.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé z1, íàõîäÿùèõñÿ âíå
ñïåêòðîâ íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö (z21 > δ2(0)), óðàâíåíèÿ
(5.49), (5.48) è (5.47) ìîãóò èìåòü ðåøåíèÿ ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíè-
ÿìè òàêèìè, ÷òî Rez1 ̸= 0, à Imz1 = 0. Îíè îïèñûâàþò íåçàòóõàþ-
ùèå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ. Îòñóòñòâèå çàòóõà-
íèÿ Ëàíäàó ìîä â óêàçàííîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ çàðàíåå î÷åâèäíî.
Îíî ñâÿçàíî ñ îòñóòñòâèåì â ñïåêòðàõ ñãóñòêîâ ÷àñòèö, êîòîðûå ìîã-
ëè áû îáåñïå÷èâàòü ðåçîíàíñíîå âçàèìîäåéñòâèå êîëëåêòèâíûõ ìîä
ñãóñòêîâ è íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö. Äðóãèõ ñîáñòâåííûõ
ðåøåíèé â îáëàñòè z21 > δ2(0) íåò. Íàïîìíèì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå
ñïðàâåäëèâî òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî â îêðåñòíîñòè ÷àñòîòû νx, ñî-
îòâåòñòâóþùåé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ z1 íåò äðóãèõ, â òîì ÷èñëå
è íåóñòîé÷èâûõ, ìîä êîëåáàíèé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñâÿçü ìîä èç-
ìåíèò êàðòèíó êîëåáàíèé è óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ìîä. Âûïîëíåíèå
ýòîãî óñëîâèÿ îáëåã÷àåòñÿ ïðè óìåíüøåíèè èíòåíñèâíîñòåé (ïàðà-
ìåòðîâ ξ) ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñòêîâ.

Ìû îãðàíè÷èëèñü âû÷èñëåíèÿìè, ïðåäïîëàãàþùèìè ðåøåíèå çà-
äà÷ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ. Ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ èçó÷å-
íèÿ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ìîä. Âîçìîæíà è äðóãàÿ ïîñòàíîâêà çàäà-
÷è, êîãäà äëÿ çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé òðåáóåòñÿ íàéòè çàâèñè-
ìîñòè àìïëèòóä êîëåáàíèé îò âðåìåíè. Äëÿ ñèììåòðè÷íûõ âñòðå÷-
íûõ ïó÷êîâ ýòîò êðóã âîïðîñîâ âûÿñíÿåòñÿ âû÷èñëåíèÿìè, àíàëî-
ãè÷íûìè îïèñàííûì â ðàáîòå [20].

5.4. Çàïðåùåííûå ïîëîñû íåìîíîõðîìàòè÷åñêèõ

ñãóñòêîâ

Â ðàáîòå [10] ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà
ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âáëèçè
ðåçîíàíñîâ νx ≃ n/(2m) óðàâíåíèå (5.31) âñåãäà èìååò ðåøåíèÿ ñ ñîá-
ñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè òàêèìè, ÷òî Re(z1) = 0 è Im(z1) ̸= 0. Ñîãëàñ-

íî óðàâíåíèÿì (5.42) è (5.33) ñîáñòâåííûå ðåøåíèÿ p(±)
m (z1,∞) ÿâ-
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ëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè z21 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (5.49),
(5.48) è (5.47) ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè Re(z1) = 0 è Im(z1) ̸= 0
îïèñûâàþò íåóñòîé÷èâûå ìîäû. Ïîäñòàâèâ â (5.33) âûðàæåíèå z1 =
±ir, íàõîäèì, ÷òî â òàêèõ ñëó÷àÿõ V (x) ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé
ôóíêöèåé

V (x) = − 2δ(x)

r2 + δ2(x)
, r =

Im(ν)

mξ
. (5.51)

Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè w(±)(r, x) òàêæå ÿâëÿþòñÿ
äåéñòâèòåëüíûìè âåëè÷èíàìè. Ïîñêîëüêó ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (5.49),
(5.47) è (5.48) íå óäàåòñÿ íàéòè â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå, ýòè óðàâíå-
íèÿ äîëæíû ðåøàòüñÿ ÷èñëåííî. Ýòî ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü èíêðå-
ìåíòû íåóñòîé÷èâûõ ìîä, øèðèíû çàïðåùåííûõ ïîëîñ è èõ ïîëîæå-
íèÿ íà îñè ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö. Êîýôôèöèåíòû â (5.49) ðàñ-
õîäÿòñÿ â òî÷êå x = 0. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.49)
âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò (x ≤ x0 = 10−10) íàõîäèëèñü èõ ðàçëîæå-
íèåì â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì x. Ñîâìåñòíî ñ òðåáîâàíèåì âûïîëíåíèÿ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (5.45) ýòî ïîçâîëèëî çàïèñàòü

w(±) (x) = x∓ 2δ

(r2 + δ2)

x2

(1 +m)
(5.52)

+
4δ2 ± (1 +m)

(
b
(
r2 − δ2

)
+ 2δ

(
r2 + δ2

))
2 (r2 + δ2)2 (m+ 2) (1 +m)

x3,

ãäå b = ∆νx(0)/ξ. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (5.49) ñïðàâåäëèâûå â áîëåå
øèðîêîé îáëàñòè (x ≥ x0) âû÷èñëÿëèñü ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì
ýòèõ óðàâíåíèé ñ ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè w(±)(x0) è (dw(±)dx)x=x0 ,
íàõîäèâøèõñÿ ïî ôîðìóëå (5.52). Èñïðîáîâàâ íåñêîëüêî áîëüøèõ
çíà÷åíèé x, ìîæíî íàéòè, ÷òî ðåøåíèÿ âõîäÿò â àñèìïòîòè÷åñêóþ
îáëàñòü x → ∞, åñëè x ≥ 80. Èçó÷àÿ çàâèñèìîñòè p

(−)
m (z1,∞) îò

z1 (ðèñ. 12), ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ξ è νx
âíóòðè çàïðåùåííîé ïîëîñû äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ (5.47), (5.48)
ìîãóò èìåòü îäèí, èëè íåñêîëüêî êîðíåé z1. Â ýòîé ñâÿçè, äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàïðåùåííûõ ïîëîñ ÷àñòîò νx èñïîëüçîâàëàñü ïðî-
ãðàììà, êîòîðàÿ îãðàíè÷èâàëàñü âû÷èñëåíèåì ìîä ñ ìàêñèìàëüíûìè
èíêðåìåíòàìè. Ðåçóëüòàòû òàêèõ âû÷èñëåíèé äëÿ ìîä (±) ñ íîìåðà-
ìè ìóëüòèïîëüíîñòè â äèàïàçîíå 1 ≤ m ≤ 5 è íîìåðàìè ðåçîíàíñíûõ
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Ðèñ. 12. Çàâèñèìîñòü p(−)(z1,∞) îò z1. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � m = 1, ïóíêòèð-
íàÿ � m = 2; ξ = 0.05. Îáå êðèâûå âû÷èñëÿëèñü äëÿ çíà÷åíèé νx, êîòîðûå
ñîîòâåòñòâîâàëè òî÷êå ìàêñèìàëüíîãî èíêðåìåíòà

àçèìóòàëüíûõ ãàðìîíèê 1 ≤ n ≤ 4 èçîáðàæåíû íà ðèñ. 13. Íà ýòîì
ðèñóíêå èíêðåìåíòû ìîä êîëåáàíèé, íà÷èíàÿ ñ íóëåâîãî çíà÷åíèÿ
ïðè íåêîòîðîì ν

(m,n)
x,in , ïðîõîäÿò ñâîé ìàêñèìóì è çàòåì óìåíüøàþò-

ñÿ äî íóëÿ ïðè íåêîòîðîì ν
(m,n)
x,f . Ðàçíîñòè ∆ν

(m,n)
x = ν

(m,n)
x,f − ν

(m,n)
x,in

îïðåäåëÿþò øèðèíû çàïðåùåííûõ ïîëîñ ìîä ñ íîìåðàìè m è n, à
ñàìè êðèâûå èçîáðàæàþò èçìåíåíèÿ èíêðåìåíòîâ ìîä âíóòðè çàïðå-
ùåííîé ïîëîñû. Âèäíî, ÷òî äëÿ ïðèíÿòîãî â ýòèõ âû÷èñëåíèÿõ çíà-
÷åíèÿ ξ = 0.05 îòñóòñòâóþò çàïðåùåííûå ìîäû, êîòîðûå ìîãëè áû
ïîïàñòü âíóòðü îáëàñòè ùåëè â ñïåêòðå ÷àñòîò ïó÷êà (0 ≤ νx ≤ 0.1).

Êðîìå òîãî, âèäíî, ÷òî çàïðåùåííûå ïîëîñû ÷àñòè ìîä íà ðèñ. 13
ïåðåêðûâàþòñÿ. Ïåðåêðûòèå çàïðåùåííûõ ïîëîñ ÷àñòîò ìîä (+) è
(−) îäèíàêîâîé ìóëüòèïîëüíîñòè íå íàðóøàåò èñõîäíûõ ïðåäïîëî-
æåíèé, èñïîëüçîâàâøèõñÿ â âû÷èñëåíèÿõ. Òî æå îòíîñèòñÿ ê çàïðå-
ùåííûì ïîëîñàì ìîä ñ íîìåðàìè ìóëüòèïîëüíîñòè îòëè÷àþùèìèñÿ
íà íå÷åòíîå ÷èñëî. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå çàïðåùåí-
íûì ïîëîñàì íîìåðà ìóëüòèïîëüíîñòè ìîä îòëè÷àþòñÿ íà ÷åòíîå
÷èñëî, òàêîå ïåðåêðûòèå íàðóøàåò èñõîäíîå ïðåäïîëîæåíèå î äî-
ìèíàíòíîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ äèàãîíàëüíûõ ãàðìîíèê êîãåðåíòíûõ
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Ðèñ. 13. Çàâèñèìîñòè èíêðåìåíòîâ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷-
êîâ îò ÷àñòîòû ãîðèçîíòàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö (νx). Ìîäû
1 ≤ m ≤ 5, ñòðåëêè ïîêàçûâàþò ïîëîæåíèÿ çàïðåùåííûõ ïîëîñ âáëèçè ðå-
çîíàíñîâ, ñïëîøíûå ëèíèè � ìîäû (−), ïóíêòèðíûå � ìîäû (+), ξ = 0.05

êîëåáàíèé ñãóñòêîâ. Íåïîñðåäñòâåííî íà ðèñ. 13 ýòî çàïðåùåííûå
ïîëîñû âáëèçè ðåçîíàíñîâ 1/6 è 2/10. Ïîýòîìó ñëåäóåò çàêëþ÷èòü,
÷òî çíà÷åíèå ξ = 0.05 íåñêîëüêî âåëèêî äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåïðîòèâî-
ðå÷èâûõ ïðåäñêàçàíèé î óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé ñãóñòêîâ â îïèñàí-
íîì ïðèìåðå. Òàêèå ïðåäñêàçàíèÿ ïîëó÷àþòñÿ, åñëè ìû óìåíüøèì
èñïîëüçóåìîå â ðàñ÷åòàõ çíà÷åíèå ξ. Ïðèìåð äåôîðìàöèè çàïðåùåí-
íûõ ïîëîñ ïðè óìåíüøåíèè âåëè÷èíû ξ ïðèâåäåí íà ðèñ. 14.

Äàííûå íà ðèñ. 13 ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü çàâèñèìîñòü ìàêñè-
ìàëüíûõ èíêðåìåíòîâ ìîä îò íîìåðà ìóëüòèïîëüíîñòè êîëåáàíèÿ.
Îòáèðàÿ, íàïðèìåð, íà ðèñ. 13 ïîëîñû 1/(2m) ìîä (−), ïîëó÷àåì äàí-
íûå, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 15 òî÷êàìè. Íà ýòîì æå ðèñóíêå äëÿ ñðàâ-
íåíèÿ ïðèâåäåíà àíàëîãè÷íàÿ çàâèñèìîñòü, âû÷èñëåííàÿ äëÿ ìîíî-
õðîìàòè÷åñêèõ âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ (äåòàëè ýòèõ âû÷èñëåíèé îïèñà-
íû â ñëåäóþùåì ðàçäåëå). Ñðàâíåíèå äàííûõ íà ðèñ. 15 ïîçâîëÿåò
çàêëþ÷èòü, ÷òî ðàçáðîñû ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé, âíîñèìûå
âçàèìîäåéñòâèåì ñãóñòêîâ, à òàêæå ïðèáëèæåíèå çàïðåùåííîé ïî-
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Ðèñ. 14. Äåôîðìàöèÿ çàïðåùåííûõ ïîëîñ âáëèçè ðåçîíàíñà νx = 1/4 ïðè
óìåíüøåíèè âåëè÷èíû ïàðàìåòðà ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ξ. Ñïëîøíûå
ëèíèè � ìîäû (−), ïóíêòèð � ìîäû (+). Â êàæäîé ãðóïïå êðèâûõ ñâåðõó
âíèç ξ = 0.05, 0.025 è 0.01

ëîñû ê ùåëè â ñïåêòðå ÷àñòîò íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö, ñó-
ùåñòâåííî óìåíüøàþò èíêðåìåíòû ìîä âûñîêîé ìóëüòèïîëüíîñòè.
Âìåñòå ñ òåì, îáðàùàåò íà ñåáÿ âíèìàíèå áëèçîñòü çíà÷åíèé ìàêñè-
ìàëüíûõ èíêðåìåíòîâ äèïîëüíûõ ìîä, âû÷èñëåííûõ äëÿ ìîíîõðî-
ìàòè÷åñêèõ è íåìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ.

Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ïîçâîëÿåò ñóäèòü î õàðàêòåðíûõ âåëè÷èíàõ
èíêðåìåíòîâ êîëåáàíèé â çàïðåùåííûõ ïîëîñàõ. Âìåñòå ñ òåì, èç
ðèñ. 13 âèäíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ïîëîñû ê äðóãîé âåëè÷èíû
ìàêñèìàëüíûõ èíêðåìåíòîâ çàâèñÿò òàêæå îò ïîëîæåíèÿ ðàáî÷åé
òî÷êè ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé è, âîîáùå ãîâîðÿ, îò íîìåðà
ðåçîíàíñíîé ãàðìîíèêè.

Íà ðèñ. 13 èçîáðàæåí òîëüêî ñåãìåíò 0 ≤ νx ≤ 1/2. Çàïðåùåííûå
ïîëîñû äëÿ áîëüøèõ èëè ìåíüøèõ çíà÷åíèé νx ïîëó÷àþòñÿ ïåðèîäè-
÷åñêèì ïåðåíîñîì ðèñóíêà âäîëü îñè νx ñ ïåðèîäîì ∆νx = 1/2. Äëÿ
äèïîëüíîé (m = 1) ìîäû (+) íå óäàåòñÿ íàéòè íè îäíîãî êîðíÿ äèñ-
ïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (5.48), êîòîðûé áû ðàñïîëàãàëñÿ â îáëàñòè
0 ≤ νx ≤ 1/2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òîëüêî äèïîëüíàÿ ìîäà (−) èìååò
çàïðåùåííóþ ïîëîñó ðàñïîëîæåííóþ íèæå ðåçîíàíñà νx = 1/2. Çà-
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Ðèñ. 15. Çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíûõ èíêðåìåíòîâ ìîä îò íîìåðà ìóëüòè-
ïîëüíîñòè ìîäû (òî÷êè). Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � òî æå äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ
ñãóñòêîâ, ξ = 0.05

ïðåùåííàÿ ïîëîñà ìîäû (−, 2) íà÷èíàåòñÿ íåìíîãî íèæå ðåçîíàíñà
νx = 1/4. Ïîëîæåíèÿ íèæíèõ ãðàíèö âñåõ îñòàëüíûõ çàïðåùåííûõ
ïîëîñ îêàçàëèñü áëèçêèìè ïîëîæåíèþ ðåçîíàíñîâ νx = n/(2m).

Â ñîãëàñèè ñ ôîðìóëîé (5.30) ÷èñëåííîå èçó÷åíèå ïîêàçàëî, ÷òî
óìåíüøåíèå ïàðàìåòðà ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ξ âûçûâàåò óìåíü-
øåíèå èíêðåìåíòîâ ìîä êîëåáàíèé (Imν) è øèðèí çàïðåùåííûõ ïî-
ëîñ âäîëü îñè νx. Òåì íå ìåíåå îòíîøåíèÿ Imν/ξ è øèðèí ê ξ îñòà-
þòñÿ íåèçìåííûìè.

5.5. Çàïðåùåííûå ïîëîñû ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ

ñãóñòêîâ

Âëèÿíèå çàòóõàíèÿ Ëàíäàó íà óñòîé÷èâîñòü êîãåðåíòíûõ êîëå-
áàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ èçó÷àëîñü ñðàâíåíèåì çàïðåùåííûõ ïîëîñ
ïî ÷àñòîòàì νx, âû÷èñëåííûìè äëÿ íåìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ñãóñòêîâ,
ñ òåìè, ÷òî ïîëó÷àþòñÿ ïðè ðàñ÷åòå ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ f0, îïðåäåëåííûõ ôîðìóëîé (5.23), è ïðåäïîëîæåíèÿ
î ðàâåíñòâå íóëþ ðàçáðîñà ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé çà ñ÷åò
íåëèíåéíîñòè ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìîäû òàêîãî ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ïó÷êà îïèñûâà-
þòñÿ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì (5.31):

X(±)
m (x) = ∓e−x

∫ ∞

0
dx1V (x1)Km(x, x1)X

(±)
m (x1), (5.53)

â êîòîðîì ñëåäóåò ïîëîæèòü

V (x) =
1

z1 − δ
− 1

z1 + δ
. (5.54)

Âåëè÷èíà z1 îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (5.30), à çíà÷åíèå ðàññòðîéêè îò
ðåçîíàíñà

δ =
1

ξ

(
νx −

n

2m

)
(5.55)

íå çàâèñèò îò x. ßäðî Km(x, x1) â (5.53) îïðåäåëåíî ôîðìóëîé (5.36).
Îáîçíà÷èâ â êà÷åñòâå íîâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ âûðàæåíèå

1

Λ
=

1

z1 − δ
− 1

z1 + δ
(5.56)

è èñïîëüçóÿ ïîäñòàíîâêó

X(±)
m (x) = exp

(
−x
2

)
P (±)
m (x), (5.57)

ïðåîáðàçóåì (5.53) â èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñ ñèììåòðè÷íûì ÿäðîì

ΛP (±)
m (x) = ∓e−x/2

∫ ∞

0
dx1e

−x1/2P (±)
m (x1) (5.58)

× 2

∫ ∞

0

Jm(k
√
x)Jm

(
k
√
x1
)

k
dk.

Ïîñêîëüêó âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

2

∫ ∞

0

dk

k

(∫ ∞

0
dxe−

x
2 Jm(k

√
x)P (±)

m (x)

)2

> 0,

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Λ óðàâíåíèÿ (5.58) ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíû-
ìè, ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè äëÿ ìîä (−). Äëÿ ìîä (+) ñîáñòâåí-
íûìè ÷èñëàìè ÿâëÿþòñÿ îòðèöàòåëüíûå âåëè÷èíû −Λ. Ïîýòîìó äëÿ
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ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëëåê-
òèâíûõ ìîä îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè:

z21 = δ2 ± 2Λδ = (δ ± Λ)2 − Λ2, (5.59)

â êîòîðûõ çíàê + áåðåòñÿ äëÿ ìîäû (−), à Λ � îäíî èç ñîáñòâåííûõ
÷èñåë èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ΛP (−)
m (x) = e−

x
2

∫ ∞

0
dx1e

−x1
2 P (−)

m (x1) (5.60)

× 2

∫ ∞

0

Jm(k
√
x)Jm

(
k
√
x1
)

k
dk.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (5.36) è ïîäñòàíîâêó P (−)
m (x) = e−x/2P (x), ïè-

øåì

ΛP (x) =
1

mxm/2

∫ x

0
dx1x

m/2
1 e−x1P (x1) (5.61)

+
xm/2

m

∫ ∞

x
dx1

e−x1P (x1)

x
m/2
1

.

Ïîäñòàâëÿÿ â (5.61) P (x) = xm/2p(Λ, x), íàõîäèì, ÷òî ôóíêöèÿ
p(Λ, x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

Λp(Λ, x) =
1

mxm

∫ x

0
dx1x

m
1 e

−x1p(Λ, x1) (5.62)

+
1

m

∫ ∞

x
dx1e

−x1p(Λ, x1),

à ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Λ âû÷èñëÿþòñÿ ðåøåíèåì äèñïåðñèîííîãî
óðàâíåíèÿ

p(Λ,∞) = 0, (5.63)

Èñïîëüçóÿ ïîäñòàíîâêó p(Λ, x) = w(x)/x, íàõîäèì, ÷òî w(x) âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

w′′ +
m− 1

x
w′ − m− 1

x2
w = −e

−x

Λx
w(x), w(0) = 0, w′(0) = 1. (5.64)
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Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (5.61) ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè m ñóììà âñåõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Λ ðàâíà 1/m.

Âåëè÷èíû Λ íàõîäÿòñÿ ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíåíèÿ
(5.64) è ïîñëåäóþùèì ÷èñëåííûì ðåøåíèåì äèñïåðñèîííîãî óðàâ-
íåíèÿ (5.63). Ðåçóëüòàòû ýòèõ âû÷èñëåíèé ÿñíî óêàçûâàþò íà ñó-
ùåñòâîâàíèå ó óðàâíåíèÿ (5.62) õîðîøî îïðåäåëåííîé ìîäû îñíîâ-
íîãî ñîñòîÿíèÿ, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå Λ (ðèñ. 16). Ýòîò æå ðèñóíîê ÿñíî ïîêàçûâàåò, ÷òî ó ìî-

0.01 0.1 1

-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

p fin
(Λ

)

Λ

Ðèñ. 16. Çàâèñèìîñòü p(Λ,∞) îò Λ äëÿ, íàïðèìåð, m = 1, ïåðâûé êîðåíü
ôóíêöèè p(Λ,∞) îïðåäåëÿåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå Λmax

íîõðîìàòè÷åñêîãî ïó÷êà ñ ãëàäêèì ðàñïðåäåëåíèåì ïî àìïëèòóäàì
áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé êðîìå îñíîâíîé ìîäû èìåþòñÿ ìîäû áîëåå
âûñîêîãî ïîðÿäêà (ò. í. âûñøèå ðàäèàëüíûå ìîäû â ïðîñòðàíñòâå
àìïëèòóä áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé). Ìû ïðîíóìåðóåì ýòè ìîäû íî-
ìåðîì k òàê, ÷òî çíà÷åíèå k = 0 áóäåò îáîçíà÷àåò îñíîâíóþ ìîäó, à
ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ k = 1, 2, . . . áóäóò îáîçíà÷àòü áîëåå âûñîêèå ìî-
äû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ âåëè÷èí ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Λk. Õîòÿ ìû
è íå ïðèâîäèì ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôèêè, íî ñîãëàñíî îáùèì òåîðå-
ìàì àíàëèçà (íàïðèìåð, â [21]) ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî íîìåð ìîäû
k îïðåäåëÿåò ÷èñëî êîðíåé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ìîäû íà èíòåðâàëå
0 ≤ x <∞. Òàê, ìîäà k = 0 íå èìååò òàêèõ êîðíåé, ìîäà k = 1 èìååò
îäèí êîðåíü è ò. ä.
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Èñïîëüçóÿ äàííûå, ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 16, ìîæíî âîññòàíîâèòü
çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Λ (äëÿ äèïîëüíûõ êîëåáàíèé) îò
íîìåðà ðàäèàëüíîé ìîäû k (ðèñ. 17). Ïðîñòàÿ ïîäãîíêà ïîêàçûâàåò,
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Ðèñ. 17. Çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Λk îò íîìåðà ðàäèàëüíîé ìîäû
k äëÿ ïåðâûõ 6-òè ìîä (òî÷êè). Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ïîäãîíêà ïî ôîðìóëå
(5.65), m = 1

÷òî óìåíüøåíèå Λk ñ ðîñòîì k ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ îïèñûâàåòñÿ
ôîðìóëîé

Λk =
0.63

1 + (k/0.466)1.45
. (5.65)

Ïðè âû÷èñëåíèè ïàðàìåòðîâ çàïðåùåííûõ ïîëîñ ÷àñòîò ýòè äåòàëè
íå î÷åíü âàæíû, ïîñêîëüêó îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå çàïðåùåííûå ïî-
ëîñû âûñøèõ ìîä îêàçûâàþòñÿ âëîæåííûìè â çàïðåùåííóþ ïîëîñó
îñíîâíîé ìîäû.

Äëÿ ÷àñòîò âíå çàïðåùåííîé ïîëîñû àìïëèòóäû êîëåáàíèé ìî-
íîõðîìàòè÷åñêèõ ñãóñòêîâ íå íàðàñòàþò. Â òàêîì ñëó÷àå áëàãîäàðÿ
âêëàäàì âûñøèõ ìîä â ñïåêòðû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ
ïó÷êîâ êîãåðåíòíûå ñèãíàëû ñòàíîâÿòñÿ ìíîãî÷àñòîòíûìè ñ êîíöåí-
òðàöèåé ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé âáëèçè öåíòðàëüíîé ÷àñòîòû
ìîäû mνx. Òàêèå ñïåêòðû ìîãóò íàáëþäàòüñÿ, íàïðèìåð, â êîëëàé-
äåðàõ ñ êîìïåíñèðîâàííûìè âñòðå÷íûìè ïó÷êàìè. Ìû åùå âåðíåìñÿ
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ê îáñóæäåíèþ òàêîé âîçìîæíîñòè. Ïîÿâëåíèå âûñøèõ ðàäèàëüíûõ
ìîä êîëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïðèçíàêîì ñòðóêòóðû ìîä êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êîâ ñ ãëàäêèìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ïî àìïëè-
òóäàì êîëåáàíèé ÷àñòèö.

Óðàâíåíèÿ (5.60) èëè (5.61) ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè èíòåãðàëü-
íûìè óðàâíåíèÿìè ñ ñèììåòðè÷íûìè è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííû-
ìè ÿäðàìè. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè òàêèõ óðàâ-
íåíèé îáëàäàþò ñâîéñòâîì ýêñòðåìàëüíîñòè [21]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî,
åñëè, íàïðèìåð, âûáðàòü ôóíêöèè P (x) òàê, ÷òîáû îíè áûëè íîðìè-
ðîâàíû íà åäèíèöó: ∫ ∞

0
dxP 2(x) = 1 (5.66)

è ñîñòàâèòü ôóíêöèîíàë

D = 2

∫ ∞

0

dk

k

(∫ ∞

0
dxe−

x
2 Jm(k

√
x)P (x)

)2

, (5.67)

òî ïðè âàðèàöèÿõ P (x) çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà D äîñòèãàåò ìàêñè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà P (x) ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé óðàâíåíèÿ (5.60). Çíà÷åíèå D â ýòîì ñëó÷àå
ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì Λ.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ Λmax îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ âûáå-
ðåì â êà÷åñòâå ïðîáíîé ôóíêöèè ýòîãî ñîñòîÿíèÿ âûðàæåíèå:

P (x) =

√
a

m!
(ax)m/2 e−

xa
2 . (5.68)

ãäå a � ïàðàìåòð ïîèñêà. Ïðè âûáîðå ýòîé ôóíêöèè ìû ó÷èòûâàëè
îæèäàåìûå àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5.60), à
òàêæå òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî èñêîìàÿ ôóíêöèÿ íå äîëæíà èìåòü
êîðíåé â îáëàñòè 0 < x < ∞. Ïîäñòàâèâ (5.68) â (5.67) è âû÷èñëÿÿ
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ïðîáíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå 3

Λ(a) =
2am+1

m!

∫ ∞

0
dxxm/2e−x(a+1)/2

×
∫ ∞

0
dx1x

m/2
1 e−x1(a+1)/2

∫ ∞

0

Jm(k
√
x)Jm

(
k
√
x1
)

k
dk

=
4

m

am+1

(a+ 1)m+2
, (5.69)

âûáåðåì âåëè÷èíó a òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ Λ(a) äîñòèãàëà ìàêñèìóìà.
Ïîñêîëüêó

dΛ

da
=

4

m

am

(a+ 1)m+3
((m+ 1) (a+ 1)− (m+ 2) a)

=
4

m

am

(a+ 1)m+3
((m+ 1)− a) = 0,

ôóíêöèÿ Λ(a) ìàêñèìàëüíà â òî÷êå

a = m+ 1. (5.70)

Ñàìî çíà÷åíèå Λmax ïðè ýòîì ðàâíî

Λmax =
4

m

(m+ 1)m+1

(m+ 2)m+2
,

èëè

Λmax =
4

m (m+ 2)

1(
1 + 1

m+1

)m+1 . (5.71)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ íîìåðîâ ìóëüòèïîëüíîñòè
(m ≫ 1) âåëè÷èíà Λmax óìåíüøàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî 1/m2. Òà-
êèå çíà÷åíèÿ Λmax õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííû-
ìè ÷èñëåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèé (5.64) è (5.63) (íàïðèìåð, íà ðèñ.
18).

Ïî ýòîé ïðè÷èíå øèðèíû çàïðåùåííûõ ïîëîñ ÷àñòîò νx è ìàêñè-
ìàëüíûå èíêðåìåíòû íåóñòîé÷èâûõ ìîä âû÷èñëÿëèñü ïîäñòàâëÿÿ â

3Äëÿ ýòîãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ, íàïðèìåð, ôîðìóëîé (5.36).
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Ðèñ. 18. Çàâèñèìîñòü Λmax îò íîìåðà ìóëüòèïîëüíîñòè êîãåðåíòíûõ êîëå-
áàíèé m; îêðóæíîñòè � èñïîëüçóÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (5.64) è
(5.63), ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå Eq.(5.71)

(5.59) çíà÷åíèÿ Λmax, ïîëó÷åííûå ïî ôîðìóëå (5.71). Èíêðåìåíòû êî-
ëåáàíèé r = Imν/ξ äîñòèãàþò ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé rmax = mΛmax

äëÿ âåëè÷èí îòíîñèòåëüíûõ ðàññòðîåê (δ) ðàâíûõ δ = −Λmax äëÿ ìîä
(−) è äëÿ δ = Λmax äëÿ ìîä (+). Äëÿ ìîä (−) çàïðåùåííûå ïîëî-
ñû ÷àñòîò νx ëåæàò íèæå ðåçîíàíñîâ −2Λmax ≤ δ ≤ 0, à äëÿ ìîä
(+) � âûøå ðåçîíàíñîâ 0 ≤ δ ≤ 2Λmax. Ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (5.59),
(5.71) è (5.19) äèïîëüíàÿ ìîäà (+) óñòîé÷èâà, åñëè âåëè÷èíà ξ èìååò
ðåàëèñòè÷íîå çíà÷åíèå (èìåííî, åñëè ξ < 0.2872).

5.6. Àíòèçàòóõàíèå Ëàíäàó êîëëåêòèâíûõ ìîä

âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ

Ñðàâíåíèå çàïðåùåííûõ ïîëîñ íåìîíîõðîìàòè÷åñêèõ è ìîíîõðî-
ìàòè÷åñêèõ âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ ïîçâîëÿåò âûÿñíèòü íåòðèâèàëüíûé
õàðàêòåð äåéñòâèÿ ðàçáðîñà ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö
íà óñòîé÷èâîñòü êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ. Â òðàäè-
öèîííûõ óñëîâèÿõ ìû ìîãëè áû îæèäàòü ïîäàâëåíèÿ íåóñòîé÷èâî-
ñòåé, èëè óìåíüøåíèÿ èõ èíêðåìåíòîâ çàòóõàíèåì Ëàíäàó ìîä (ñì.,
íàïðèìåð, â [17]) òåì áîëåå, ÷òî âåëè÷èíû êîãåðåíòíûõ ñäâèãîâ ÷à-
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ñòîò ìîä â äèíàìè÷åñêèõ íåóñòîé÷èâîñòÿõ ðàâíû íóëþ. Â ñëó÷àå
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Ðèñ. 19. Çàâèñèìîñòü èíêðåìåíòà äèïîëüíîé ìîäû (−) îò ÷àñòîò ãîðèçîí-
òàëüíûõ íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé νx. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � íåìîíîõðîìàòè-
÷åñêèå ñãóñòêè, ïóíêòèð � ìîíîõðîìàòè÷åñêèå ñãóñòêè

êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ ýòî, âîîáùå, íå òàê. Îêà-
çûâàåòñÿ [10], ÷òî ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ïðî-
ñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ξ ñðåäè ìîä êîëåáàíèé îáÿçàòåëüíî íàõîäÿòñÿ
íåóñòîé÷èâûå.

Êàê è äëÿ òðàäèöèîííûõ íåóñòîé÷èâîñòåé, äåéñòâèå ðàçáðîñà ÷à-
ñòîò íà êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ çàâèñèò îò íîìåðà ìóëüòèïîëüíîñòè
ìîäû. Èçó÷àÿ ïîâåäåíèÿ êðèâûõ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 19, ìû îá-
íàðóæèâàåì, ÷òî äëÿ äèïîëüíîé ìîäû âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ (−) çàòó-
õàíèå Ëàíäàó âåñüìà ñëàáî èçìåíÿåò øèðèíó çàïðåùåííîé ïîëîñû è
èíêðåìåíòû ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåëè÷èíàìè, âû÷èñ-
ëåííûìè äëÿ ñòîëêíîâåíèé ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ñãóñòêîâ. Òàê, âåëè-
÷èíû ìàêñèìàëüíûõ èíêðåìåíòîâ ïî÷òè ñîâïàäàþò. Çàòóõàíèå Ëàí-
äàó ïîäàâëÿåò êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ â óçêîé ïîëîñå ÷àñòîò A′A è
óìåíüøàåò èíêðåìåíòû êîëåáàíèé â ñåãìåíòå AB. Â ñåãìåíòå BC ðàç-
áðîñ ÷àñòîò èç çà íåëèíåéíîñòåé ïîëåé âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ íåñêîëüêî
óâåëè÷èâàåò èíêðåìåíòû íåóñòîé÷èâûõ ìîä, ÷òî óêàçûâàåò íà ïî-
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ÿâëåíèå íåêîòîðîãî àíòèçàòóõàíèÿ Ëàíäàó êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñòêîâ â ýòîé îáëàñòè ÷àñòîò.
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Ðèñ. 20. Çàïðåùåííûå ïîëîñû âáëèçè ðåçîíàíñà 1/4. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ �
íåìîíîõðîìàòè÷åñêèå ñãóñòêè, ïóíêòèð � ìîíîõðîìàòè÷åñêèå ñãóñòêè; ñèì-
âîëû (±) îòìå÷àþò êðèâûå, îòíîñÿùèåñÿ ê ìîäàì (±)

Áîëåå ñèëüíîå àíòèçàòóõàíèå Ëàíäàó ïðîÿâëÿþò ìîäû ñ áîëüøåé
ìóëüòèïîëüíîñòüþ áåòàòðîííûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé (m ≥ 2). Â
êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà ðàñïðåäåëåíèÿ èí-
êðåìåíòîâ ìîä â çàïðåùåííûõ ïîëîñàõ ÷àñòîò ïîêàçàííûå íà ðèñ. 20
è 21. Âèäíî, ÷òî óìåíüøåíèå ìàêñèìàëüíûõ èíêðåìåíòîâ ìîä ðàç-
áðîñîì ÷àñòîò, âîîáùå, íåâåëèêî. Îíî ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 25% äëÿ
êâàäðóïîëüíûõ ìîä (m = 2) è ïðèìåðíî 50% äëÿ ñåêñòóïîëüíûõ
(m = 3). Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì äåéñòâèÿ ðàçáðîñà ÷àñòîò íà êîëå-
áàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñìåùåíèå ïîëîæåíèé íèæíèõ ãðàíèö çàïðåùåííûõ
ïîëîñ âäîëü îñè νx ê ðåçîíàíñàì n/(2m) è ñóùåñòâåííîå óâåëè÷å-
íèå øèðèí çàïðåùåííûõ ïîëîñ. Èñêëþ÷àÿ ñëó÷àé m = 2, çàïðåùåí-
íûå ïîëîñû ìóëüòèïîëüíûõ ìîä íåìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ñãóñòêîâ ïî-
÷òè ïîëíîñòüþ ðàñïîëàãàþòñÿ âûøå ðåçîíàíñíûõ çíà÷åíèé ÷àñòîò.
Îòñþäà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ðàçáðîñû ÷àñòîò èç-çà íåëèíåéíîñòåé
ïîëåé â ÌÂ, ïîäàâëÿÿ ìîäû ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ,
îïðåäåëÿþò íîâûå øèðîêèå îáëàñòè ÷àñòîò νx, â êîòîðûõ êîãåðåíò-
íûå êîëåáàíèÿ ñãóñòêîâ îêàçûâàþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè. Òàêèì îáðà-
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Ðèñ. 21. Òî æå, ÷òî íà ðèñ. 20, íî âáëèçè ðåçîíàíñà 1/6

çîì, ðàçáðîñ ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé â ñãóñòêàõ âìåñòî çàòó-
õàíèÿ ïðèâîäèò ê àíòèçàòóõàíèþ Ëàíäàó êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé.

Îïèñàííîå ÿâëåíèå àíòèçàòóõàíèÿ Ëàíäàó âíóòðåííå ïðèñóùå
êîãåðåíòíûì ýôôåêòàì âñòðå÷è. Ýòè íåóñòîé÷èâîñòè ïîÿâëÿþòñÿ èç-
çà ñâÿçè ìîä ñãóñòêîâ ñ ìóëüòèïîëüíîñòÿìè m è −m âáëèçè ñóììî-
âîãî ðåçîíàíñà m(ν

(1)
x + ν

(2)
x ) = 2mνx = n. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèìè

ñâîéñòâàìè òàêèõ íåóñòîé÷èâîñòè [22] îíè ìîãóò ïîäàâëÿþòñÿ òîëü-
êî òàêèìè ìåõàíèçìàìè, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò äîñòàòî÷íî ñèëüíîå
çàòóõàíèå îáåèõ ñâÿçàííûõ ìîä. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âíîñèìîå äåìï-
ôèðîâàíèå áóäåò ïðèâîäèòü ê ðàñêà÷êå êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé [22].

Ñìåùåíèÿ ïîëîæåíèé çàïðåùåííûõ ïîëîñ ÷àñòîò êîëåáàíèé ðàç-
áðîñàìè ÷àñòîò âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, ïðåä-
ñêàçûâàåòñÿ ôîðìóëàìè (4.76). Äëÿ ñòîëêíîâåíèé ñèììåòðè÷íûõ
ñãóñòêîâ â ýòèõ ôîðìóëàõ ñëåäóåò ïîëîæèòü m1 = m, m2 = −m
è ν(1)y = ν

(2)
y = νy Îòìåòèì, ÷òî âíå çàïðåùåííîé ïîëîñû ñäâèãè ÷à-

ñòîò ìîä (±) â (4.76) îòðèöàòåëüíû îòíîñèòåëüíî ÷àñòîòû mνy è ïî-
ëîæèòåëüíû îòíîñèòåëüíî ÷àñòîòû −mνy. Ïîñêîëüêó íåêîãåðåíòíûå
ñäâèãè ÷àñòîò ïîëîæèòåëüíû (e+e− = −e2), äëÿ ñãóñòêîâ ñ ãëàäêèìè
ðàñïðåäåëåíèÿìè ïî àìïëèòóäàì êîëåáàíèé ÷àñòèö ÷àñòîòû ìîä âíå
çàïðåùåííîé ïîëîñû ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ñãóñòêîâ ïîïàäàþò â ñïåê-
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òðû èõ íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Ýòî ìîæåò ïðèâîäèòü ê çàòóõàíèþ
Ëàíäàó ìîä ïðè óñëîâèè, ÷òî âíîñèìûå äåêðåìåíòû çàòóõàíèÿ Ëàí-
äàó äîñòàòî÷íî âåëèêè. Åñëè æå äåêðåìåíòû çàòóõàíèÿ Ëàíäàó êî-
ëåáàíèé ñ íîìåðàìè ìóëüòèïîëüíîñòè ±m îêàçûâàþòñÿ ìàëûìè, òî
ñîãëàñíî, íàïðèìåð, ôîðìóëå (4.82) ðàçáðîñû ÷àñòîò íåêîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé áóäóò ïðèâîäèòü ê àíòèçàòóõàíèþ ìîä.
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Ðèñ. 22. Èçìåíåíèÿ çàïðåùåííûõ ïîëîñ ìîäû (−) îñòóïîëüíûìè ïîëÿìè
âáëèçè ÷àñòîòû νx = 1/4. Ñïëîøíûå ëèíèè ñïðàâà íà ëåâî: a/ξ = 0.1, 0.2,
0.3, 0.4, 0.8; ïóíêòèð � a = 0, îêðóæíîñòè � çàïðåùåííàÿ ïîëîñà ìîíîõðî-
ìàòè÷åñêèõ ñãóñòêîâ, ξ = 0.05

Â ðåàëüíûõ ìàøèíàõ íåëèíåéíîñòè ïîëåé ñãóñòêîâ â ÌÂ îáû÷íî
ñîïóòñòâóþò íåëèíåéíûå çàâèñèìîñòè ôîêóñèðóþùèõ ñèë îò ïîïå-
ðå÷íûõ êîîðäèíàò ÷àñòèö. Â îáùåì ñëó÷àå, îíè èçìåíÿþò ðàçáðîñû
÷àñòîò â ñãóñòêàõ è ìîãóò âëèÿòü íà çàòóõàíèå Ëàíäàó ìîä âñòðå÷-
íûõ ïó÷êîâ.

Äëÿ äåìîíñòðàöèè çíà÷èìîñòè ýòèõ ýôôåêòîâ ìû ðàññìîòðèì
ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà äåéñòâèå òàêèõ íåëèíåéíîñòåé ìîæåò áûòü
îïèñàíî çàìåíîé ÷àñòîò νx(x) íà νx(x) + ax, ãäå äîáàâêà ax ìîæåò,
íàïðèìåð, îïèñûâàòü äåéñòâèå íà ÷àñòèöû îêòóïîëüíûõ ïîëåé ôîêó-
ñèðóþùåé ñèñòåìû. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ òàêîé çàìåíû
íà ñïåêòðû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ ïîêàçûâàåò,
÷òî îêòóïîëüíûå ïîëÿ, âîîáùå, íå óíè÷òîæàþò îáñóæäàâøååñÿ àí-
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Ðèñ. 23. Òî æå, ÷òî íà ðèñ. 22, íî ñâåðõó âíèç a/ξ = -0.1, -0.3, -0.6, -1;
ïóíêòèð � a = 0

òèçàòóõàíèå Ëàíäàó (ðèñ. 22 è 23). Îäíàêî, îíè ìîãóò óìåíüøàòü
èíêðåìåíòû íåóñòîé÷èâûõ ìîä ïðè ïðàâèëüíîì âûáîðå çíàêà âåëè-
÷èíû a. Äëÿ îáñóæäàåìîãî çäåñü ñëó÷àÿ e1e2 = −e2 òàêàÿ çàâèñè-
ìîñòü èíêðåìåíòîâ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îò çíàêà a íå ÿâëÿåòñÿ
íåîæèäàííîé. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ íàêîïèòåëåé ñ ôîêóñèðîâêîé,
îáåñïå÷èâàþùåé a > 0, ÷àñòîòû íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö
ÿâëÿþòñÿ íåìîíîòîííûìè ôóíêöèÿìè èõ àìïëèòóä áåòàòðîííûõ êî-
ëåáàíèé. Ïðè òàêîì õîäå êðèâîé νx(x) â ñïåêòðàõ ñãóñòêîâ åñòü îáëà-
ñòè ÷àñòîò, â êîòîðûõ ìîäû îäíîâðåìåííî îêàçûâàþòñÿ â ðåçîíàíñå
ñ ÷àñòèöàìè áîëüøèõ è ìàëûõ àìïëèòóä. Îáìåí ýíåðãèÿìè òàêèõ
ãðóïï ÷àñòèö, âîîáùå, ìîæåò ïðèâîäèòü ê äîïîëíèòåëüíîìó àíòèçà-
òóõàíèþ Ëàíäàó [22].

Åñëè âåëè÷èíà a îòðèöàòåëüíà, òî ÷àñòîòà νx(x) ìîíîòîííî óáû-
âàåò ñ ðîñòîì àìïëèòóä êîëåáàíèé ÷àñòèö. Òàêîé õîä çàâèñèìîñòè
νx(x) íå ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíîìó àíòèçàòóõàíèþ Ëàíäàó êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé.
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6. Êîìïåíñèðîâàííûå âñòðå÷íûå ïó÷êè

Áîðüáà ñ îãðàíè÷åíèÿìè èç-çà íåóñòîé÷èâîñòåé âñòðå÷íûõ ïó÷-
êîâ, âñåãäà çàíèìàëà, äà è òåïåðü çàíèìàåò, óìû èññëåäîâàòåëåé,
çàíÿòûõ ôèçèêîé è òåõíèêîé êîëëàéäåðîâ. Îäíî èç ðåøåíèé, êî-
òîðîå, êàê îæèäàëîñü, ìîãëî áû ïîçâîëèòü ñíÿòü ýòè îãðàíè÷åíèÿ,
áûëî ïðåäëîæåíî â ðàáîòå [23]. Îíî ïðåäïîëàãàëî, ÷òî ãëàâíîå îãðà-
íè÷åíèå ñâåòèìîñòè óñòàíîâîê ñî âñòðå÷íûìè ïó÷êàìè îáóñëîâëåíî
íåóñòîé÷èâîñòÿìè íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö ñãóñòêîâ, êîòî-
ðîå ïîÿâëÿåòñÿ â ÌÂ çà ñ÷åò ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà âñòðå÷-
íîãî ïó÷êà. Â òàêîì ñëó÷àå, äåéñòâèå íà êîëåáàíèÿ íåëèíåéíûõ ðå-
çîíàíñîâ â êîíå÷íîì ñ÷åòå ïðèâîäèò ê òðàíñïîðòèðîâêå ÷àñòèö â
îáëàñòè áîëüøèõ àìïëèòóä êîëåáàíèé è ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ñíè-
æåíèþ ñâåòèìîñòè óñòàíîâêè. Ïîýòîìó â ðàáîòå [23] ïðåäëàãàëîñü
êàðäèíàëüíî ðåøèòü ïðîáëåìó � óñòðàíèòü âîçìóùåíèå ñâåäåíèåì
â ÌÂ äâóõ ïàð ñãóñòêîâ òàê, ÷òîáû ñ êàæäîé ñòîðîíû â ñòîëêíîâå-
íèè ó÷àñòâîâàëè áû, íàïðèìåð, ýëåêòðîííûé è ïîçèòðîííûé ñãóñòêè
(ðèñ. 24). Ïðè ðàâåíñòâå ÷èñåë ÷àñòèö è ðàçìåðîâ ñãóñòêîâ â ÌÂ èõ

Ne

-Ne

-Ne

Ne

Ðèñ. 24. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ñâåäåíèÿ ñãóñòêîâ äëÿ êîìïåíñàöèè
èõ ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà â ÌÂ. ×èñëà ÷àñòèö è ðàçìåðû ñãóñò-
êîâ êàæäîé ïàðû ñîâïàäàþò; ðàçâåäåíèÿ ñãóñòêîâ ïàð â ÌÂ, ïîêàçàííîå
çäåñü äëÿ íàãëÿäíîñòè, â ðåàëüíûõ ñõåìàõ îòñóòñòâóþò

ïðîñòðàíñòâåííûå çàðÿäû âçàèìíî êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà. Òî÷-
íàÿ êîìïåíñàöèÿ ïîëåé ñãóñòêîâ â ÌÂ ïîëíîñòüþ óñòðàíÿåò îãðà-
íè÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñãóñòêîâ èç-çà íåóñòîé÷èâîñòåé íåêîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé ÷àñòèö è òåì ðåøàåò ïðîáëåìó óâåëè÷åíèÿ ñâåòèìîñòè
óñòàíîâêè. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó â ñòîëêíîâåíèÿõ ó÷àñòâóþò ñãóñò-
êè ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö, òî äëÿ ðåàêöèé, âåðîÿòíîñòè êîòîðûõ íå÷óâ-
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ñòâèòåëüíû ê çíàêàì çàðÿäîâ ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö, â óñòàíîâêàõ
ñ êîìïåíñèðîâàííûìè âñòðå÷íûìè ïó÷êàìè ìîæíî áûëî áû îæèäàòü
óäâîåíèÿ ïîëíîé ñâåòèìîñòè.

Ýòî ïðåäëîæåíèå âûçâàëî çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ óñêîðèòåëüíîãî
ñîîáùåñòâà. Äëÿ ïðîâåðêè ìåòîäà â èññëåäîâàòåëüñêîì öåíòðå ORSE
(Ôðàíöèÿ) áûëà ïîñòðîåíà óñòàíîâêà, ïîëó÷èâøàÿ íàçâàíèå DCI.
Íåñêîëüêî ðàíüøå ß. Ñ. Äåðáåíåâûì áûëî óêàçàíî, ÷òî ïðîèçâî-
äèòåëüíîñòü òàêîãî êîëëàéäåðà ìîæåò îãðàíè÷èâàòüñÿ ñïîíòàííûì
ðàçâåäåíèåì ñãóñòêîâ â ÌÂ, òî åñòü íåóñòîé÷èâîñòüþ èõ êîãåðåíò-
íûõ êîëåáàíèé [7]. Ïîñëåäóþùèé çàïóñê óñòàíîâêè DCI è èçó÷åíèå
íà íåé ýôôåêòîâ âñòðå÷è, ïî ñóùåñòâó, ïîäòâåðäèë ïðåäñêàçàíèÿ ðà-
áîòû [7]. Îæèäàâøåãîñÿ çàìåòíîãî óâåëè÷åíèÿ ñâåòèìîñòè íà óñòà-
íîâêå DCI äîñòèãíóòî íå áûëî. Òåì íå ìåíåå, äî ñèõ ïîð âðåìÿ îò
âðåìåíè ïîÿâëÿþòñÿ ðàáîòû ïî èçó÷åíèþ ðàçëè÷íûõ âîçìîæíîñòåé
êîìïåíñàöèè íåóñòîé÷èâîñòåé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ó ýòîé çàäà÷è ïîÿâèëîñü åùå îäíî íåñêîëü-
êî íåîæèäàííîå è, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, äèäàêòè÷åñêîå ïðèëîæå-
íèå. Êîìïåíñàöèÿ â ÌÂ ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ñòàëêèâàþ-
ùèõñÿ ñãóñòêîâ óñòðàíÿåò íåîäíîçíà÷íîñòè â îïèñàíèè èõ ñòàöèîíàð-
íûõ ñîñòîÿíèé. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ðàñ÷åò óñòîé÷èâîñòè ëèíåé-
íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé.

6.1. Âåðòèêàëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ

êîìïåíñèðîâàííûõ ëåíòî÷íûõ ïó÷êîâ

Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî, çà èñêëþ÷å-
íèåì çàðÿäîâ, ðàâíû ïàðàìåòðû âñåõ ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñòêîâ. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ìû ñíîâà áóäåì èçó÷àòü ñòîëêíîâåíèÿ ñèììåòðè÷íûõ
ñãóñòêîâ. Ñ òîé æå öåëüþ, ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñãóñòêè èìåþò â ÌÂ
ëåíòî÷íóþ ãåîìåòðèþ, à ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èõ ñòàöèîíàðíûõ
ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (4.30) è (4.31):

f0(Iy) =
δ(px)

(2π)3/2 σxI0

{
1, Iy ≤ I0,
0, Iy > I0.

(6.1)

Ïîâòîðÿÿ âû÷èñëåíèÿ ðàçäåëà 4.1.2., óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî â ïðå-
íåáðåæåíèè âêëàäàìè íåäèàãîíàëüíûõ íîìåðîâ ìóëüòèïîëüíîñòè
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àìïëèòóäû âåðòèêàëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñòàëêèâàþùèõñÿ
ñãóñòêîâ íàõîäÿòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé:

X(1,1)
m = Km

2πξym sin (2πmνy)

cos 2πν − cos (2πmνy)

(
X(2,1)

m −X(2,2)
m

)
, (6.2)

X(1,2)
m = −Km

2πξym sin (2πmνy)

cos 2πν − cos (2πmνy)

(
X(2,1)

m −X(2,2)
m

)
, (6.3)

X(2,1)
m = Km

2πξym sin (2πmνy)

cos 2πν − cos (2πmνy)

(
X(1,1)

m −X(1,2)
m

)
, (6.4)

X(2,2)
m = −Km

2πξym sin (2πmνy)

cos 2πν − cos (2πmνy)

(
X(1,1)

m −X(1,2)
m

)
. (6.5)

ÇäåñüX(i,j)
m � ïðèâåäåííûå àìïëèòóäû êîëåáàíèé ñãóñòêîâ i è j, ó÷òå-

íî, ÷òî çàðÿäû ñãóñòêîâ ïîïàðíî èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè, à

Km =
8/π

(4m2 − 1)
. (6.6)

Èç ýòèõ óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî X(1,1)
m = −X(1,2)

m , à X(2,1)
m = −X(2,2)

m .
Ïîýòîìó ïèøåì

X(1,1)
m = Km

4πξym sin (2πmνy)

cos 2πν − cos (2πmνy)
X(2,1)

m

X(2,1)
m = Km

4πξym sin (2πmνy)

cos 2πν − cos (2πmνy)
X(1,1)

m .

Îïðåäåëèâ òåïåðü
X(±)

m = X(1,1)
m ±X(2,1)

m , (6.7)

óáåæäàåìñÿ, ÷òî àìïëèòóäû X
(±)
m óäîâëåòâîðÿþò íåñâÿçàííûì óðàâ-

íåíèÿì

X(±)
m = ±Km

4πξym sin(2πmνy)

cos 2πν − cos(2πmνy)
X(±)

m ,

à ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ìîä îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (m > 0)

cos 2πν(±)
m = cos(2πmνy)±

8

π

4πξym

4m2 − 1
sin(2πmνy). (6.8)
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Ïîñêîëüêó ðå÷ü èäåò î êîìïåíñèðîâàííûõ âñòðå÷íûõ ïó÷êàõ, âî âñåõ
ýòèõ óðàâíåíèÿõ νy � çíà÷åíèå ÷àñòîòû íåâîçìóùåííûõ áåòàòðîííûõ
êîëåáàíèé ÷àñòèö. Ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ìîä îïðåäåëÿþòñÿ
óñëîâèåì | cos 2πν(±)

m | ≤ 1. Ïðè÷åì çíàê ðàâåíñòâà âûïîëíÿåòñÿ íà
ïîðîãå íåóñòîé÷èâîñòè. Èñïîëüçóÿ (6.8) óñòàíàâëèâàåì, ÷òî óñëîâèå

cos 2πν
(±)
m < 1 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ îáåèõ ìîä ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ξy è

νy, à óñëîâèå −1 ≤ cos 2πν
(±)
m âûïîëíÿåòñÿ ëèøü äëÿ òåõ çíà÷åíèé

ξy, êîòîðûå íå ïðåâûøàþò ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ. Äëÿ ìîäû (+) ïîðîã
íåóñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé äîñòèãàåòñÿ, êîãäà

ξy = ξ
(+)
th =

π

8

4m2 − 1

4πm
tan (πmνy) , (6.9)

à äëÿ ìîäû (−), êîãäà

ξy = ξ
(−)
th =

π

8

4m2 − 1

4πm
cot (πmνy) . (6.10)

Îáðàùàåò íà ñåáÿ âíèìàíèå ïîäîáèå ãðàíè÷íûõ êðèâûõ ξ(±)
y (νy) ñ òå-

ìè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè èçó÷åíèè, íàïðèìåð, óñòîé÷èâîñòè êî-
ëåáàíèé ýëåêòðîí-ýëåêòðîííûõ è ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûõ âñòðå÷íûõ
ïó÷êîâ. Ýòîò ôàêò, ñàì ïî ñåáå, íå óäèâèòåëåí, ïîñêîëüêó â ïðåíå-
áðåæåíèè âçàèìîäåéñòâèåì ñãóñòêîâ â êàæäîé èç ïàð, êîãåðåíòíûå
êîëåáàíèÿ â êîìïåíñèðîâàííûõ ïó÷êàõ ðàçâèâàþòñÿ òàê, êàê åñëè
áû êàæäûé èç ñãóñòêîâ ïàðû îäíîâðåìåííî âçàèìîäåéñòâîâàë ñ îä-
íîèìåííî çàðÿæåííûì è ñ ïðîòèâîïîëîæíî çàðÿæåííûì ñãóñòêîì. Â
ïåðâîì ñëó÷àå è ïðè êîìïåíñàöèè ñäâèãîâ ÷àñòîò ÷àñòèö ïîðîãîâîå
óñëîâèå îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (6.9), âî âòîðîì � âûðàæåíèåì
(6.10) (ðèñ. 25). Äàæå åñëè áû ìû ìîãëè îãðàíè÷èòüñÿ èçó÷åíèåì
ëèøü äèïîëüíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ (íàïðèìåð, åñëè áû çàäà÷à ðå-
øàëàñü â ìîäåëè æåñòêèõ ñãóñòêîâ), òî êàê âèäíî èç ðèñ. 25, òðåáî-
âàíèå îäíîâðåìåííîé óñòîé÷èâîñòè ìîä (+) è (−) ñðàçó èñêëþ÷àåò
èç âîçìîæíûõ áîëüøèå îáëàñòè ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé. Òà-
êèõ êàê îáëàñòü BE äëÿ ñãóñòêîâ ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çàðÿäàìè è
îáëàñòü BC äëÿ îäíîèìåííî çàðÿæåííûõ ñãóñòêîâ. Òàêèì îáðàçîì,
òðåáîâàíèå êîìïåíñàöèè ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ñãóñòêîâ ñóæàåò
îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé äî îáëà-
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Ðèñ. 25. Ïðèìåðû çàâèñèìîñòåé ïîðîãîâûõ çíà÷åíèé ξ îò ÷àñòîòû áåòà-
òðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö. Ñïëîøíàÿ è ïóíêòèðíàÿ ëèíèè � äèïîëüíûå
êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ, òî÷êè è îêðóæíîñòè � êâàäðóïîëüíûå êîëåáàíèÿ

ñòè, îáîçíà÷åííîé íà ðèñ. 25 áóêâàìè ABD. Ìàêñèìàëüíî äîïóñòè-
ìîå çíà÷åíèå ξ â ýòîé îáëàñòè ïðèõîäèòñÿ íà òî÷êó B è ñîñòàâëÿåò
ξ = 3/32 ≃ 0.094. Ñàìà ïî ñåáå ýòà öèôðà äîâîëüíî âåëèêà. Îíà
ñðàâíèìà ñ äîñòèãíóòûìè âåëè÷èíàìè ïàðàìåòðà ïðîñòðàíñòâåííî-
ãî çàðÿäà íà óñòàíîâêå KEKB (Öóêóáà, ßïîíèÿ; íåêîìïåíñèðîâàí-
íûå âñòðå÷íûå ïó÷êè). Îäíàêî, åñëè âñïîìíèòü, ÷òî îäíîâðåìåííî
ñ äèïîëüíûìè ñëåäóåò òàêæå óäîâëåòâîðèòü óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè
êâàäðóïîëüíûõ ìîä (íàïðèìåð, íà ðèñ. 25) è äðóãèõ ìîä áîëåå âû-
ñîêîé ìóëüòèïîëüíîñòè, òî îáùåå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ξ óìåíüøèò-
ñÿ. Íàïðèìåð, íà ðèñ. 25 ñîâïàäåíèå ïîðîãîâ äèïîëüíîé ìîäû (+) è
êâàäðóïîëüíîé ìîäû (−) ïðèõîäèòñÿ íà ÷àñòîòó πνy = arctan(

√
5/3)

(òî÷êà F íà ðèñ. 25). Â ýòîì ñëó÷àå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ξ ðàâíî√
5/32 ≃ 0.07. Ñóììàðíàÿ äèàãðàììà óñòîé÷èâîñòè äëÿ ìîä (+) è (−)

ñ íîìåðàìè ìóëüòèïîëüíîñòè, íå ïðåâûøàþùèìè íåêîòîðîå çíà÷å-
íèå m0, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷åðåäó ïðîâàëîâ îò äèàãðàììû äèïîëü-
íûõ êîëåáàíèé (ðèñ. 26) Øèðèíû ýòèõ ïðîâàëîâ óáûâàþò ñ ðîñòîì
íîìåðà ìóëüòèïîëüíîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî â öåíòðå êàæäîãî òàêîãî
ïðîâàëà ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ξ ðàâíî íóëþ. Âîñïîëüçîâàâøèñü óðàâ-
íåíèåì (4.95) ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì íîìåðà ìóëüòè-
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Ðèñ. 26. Ñóììàðíàÿ äèàãðàììà óñòîé÷èâîñòè ìîä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
ñ íîìåðàìè ìóëüòèïîëüíîñòè äî m0 = 7

ïîëüíîñòè âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíûõ èíêðåìåíòîâ ìîä óáûâàþò ñî-
ãëàñíî

Im
(
∆ν(±)

m

)
max

=
8

π

mξy
(4m2 − 1)

. (6.11)

Â êîìïåíñèðîâàííûõ âñòðå÷íûõ ïó÷êàõ, äâèæóùèõñÿ â êîëüöàõ
ñ èäåàëüíî ëèíåéíîé ôîêóñèðîâêîé, îòñóòñòâóåò çàòóõàíèå Ëàíäàó
çà ñ÷åò íåëèíåéíîñòåé ïîëåé âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ. Â òàêèõ óñëîâèÿõ
ñòàáèëèçàöèÿ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíà îõëà-
æäåíèåì ñãóñòêîâ, íåëèíåéíûì îãðàíè÷åíèåì àìïëèòóä êîãåðåíò-
íûõ êîëåáàíèé, èëè èñïîëüçîâàíèåì äåìïôèðóþùèõ îáðàòíûõ ñâÿ-
çåé. Ìû îáñóäèì âîçìîæíîñòü äåìïôèðîâàíèÿ ìîä ëèíåéíûõ êîëå-
áàíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì îõëàæäåíèÿ ñãóñòêîâ. Åñëè (áåçðàçìåðíûå)
äåêðåìåíòû çàòóõàíèÿ âåðòèêàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö
îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíîé λ, òî âåðòèêàëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ
ìóëüòèïîëüíîñòè m çàòóõàþò ñ äåêðåìåíòàìè mλ. Ýòî çàòóõàíèå áó-
äåò ñòàáèëèçèðîâàòü íåóñòîé÷èâûå ìîäû ñãóñòêîâ, åñëè mλ ïðåâû-
øàåò âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíûõ èíêðåìåíòîâ ìîä Im(∆ν

(±)
m )max. Ïðè

áîëüøèõ âåëè÷èíàõ äåêðåìåíòîâ âñå ìîäû áóäóò óñòîé÷èâû. Îáû÷íî,
îäíàêî, äåêðåìåíòû îõëàæäåíèÿ íåâåëèêè. Â òàêîì ñëó÷àå òðåáîâà-
íèå äåìïôèðîâàíèÿ ìîä îïðåäåëÿåò ãðàíè÷íûé íîìåð ìóëüòèïîëü-
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íîñòè êîëåáàíèé m0, ïîñëå êîòîðîãî âñå ìîäû çàòóõàþò. Èñïîëüçóÿ
(6.11), ïèøåì

m0 ≃
√
ξy
λ
, λ≪ ξy. (6.12)

Íàïðèìåð, åñëè ξy â ñòî ðàç ïðåâûøàåò λ, ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé-
÷èâîñòè, àíàëîãè÷íàÿ èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 26, äîëæíà ó÷èòûâàòü
ïåðâûå 9 ìîä.

6.2. Ãîðèçîíòàëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ

êîìïåíñèðîâàííûõ ëåíòî÷íûõ ïó÷êîâ

Ìû óïðîñòèì èçó÷åíèå ýòîãî ñëó÷àÿ ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ñòàöèî-
íàðíûå ñîñòîÿíèÿ ñãóñòêîâ îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëàìè (5.1) è (5.23):

f0 =
δ (Iy)

(2π)2 pϵ
e−x, x =

Ix
pϵ
.

Ïðåäïîëàãàÿ òàêæå ñòîëêíîâåíèÿ ñèììåòðè÷íûõ êîìïåíñèðîâàííûõ
ïó÷êîâ è ïðåíåáðåãàÿ, êàê ïðåæäå, â óðàâíåíèÿõ äëÿ àìïëèòóä êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé âêëàäàìè íåäèàãîíàëüíûõ íîìåðîâ ìóëüòèïîëü-
íîñòè ïðèõîäèì ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì:

X(1,2)
m (x) = Bme

−x

∫ ∞

0
dx1Km(x, x1)

(
X(2,1)

m −X(2,2)
m

)
, (6.13)

X(2,1)
m (x) = −Bme

−x

∫ ∞

0
dx1Km(x, x1)

(
X(2,1)

m −X(2,2)
m

)
, (6.14)

X(2,1)
m (x) = Bme

−x

∫ ∞

0
dx1Km(x, x1)

(
X(1,1)

m −X(1,2)
m

)
, (6.15)

X(2,2)
m (x) = −Bme

−x

∫ ∞

0
dx1Km(x, x1)

(
X(1,1)

m −X(1,2)
m

)
. (6.16)

Çäåñü àìïëèòóäû X
(i,j)
m ñâÿçàíû ñ ãàðìîíèêàìè ôóíêöèé ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ñãóñòêîâ f (i,j)m,n ñîîòíîøåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè çàïèñàííûì â
(5.27),

Bm =
2πξxm sin(2πmνx)

cos 2πν − cos(2πmνx)
, (6.17)
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âåëè÷èíà ξx îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (5.11), à ÿäðî Km(x, x1) îïðåäå-
ëåíî â ôîðìóëå (5.36):

Km(x, x1) =
1

m

{
(x/x1)

m/2 , x < x1,

(x1/x)
m/2 , x > x1.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî àìïëèòóäû
X

(i,j)
m óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

X(1,2)
m (x) = −X(2,1)

m (x), X(2,1)
m (x) = −X(2,2)

m (x),

à ìîäû êîëåáàíèé îïðåäåëÿþòñÿ êîìáèíàöèÿìè

X(±)
m = X(1,1)

m ±X(2,1)
m ,

êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

X(±)
m (x) = ± 4πξxm sin (2πmνx)

cos 2πν − cos (2πmνx)
e−x

∫ ∞

0
dx1Km(x, x1)X

(±)
m (x1).

(6.18)
Ìû óæå èññëåäîâàëè àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå â ñâÿçè ñ çàäà÷åé î ñïåê-
òðàõ ãîðèçîíòàëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ìîíîõðîìà-
òè÷åñêèõ ñãóñòêîâ. Ïîýòîìó çàìåòèì, ÷òî åñëè àìïëèòóäû X

(±)
m (x)

ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ΛmX
(±)
m (x) = e−x

∫ ∞

0
dx1Km(x, x1)X

(±)
m (x1), (6.19)

à Λm ñîîòâåòñòâóþùåå X(±)
m (x) ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, òî ñîáñòâåííûå

÷àñòîòû ãîðèçîíòàëüíûõ ìîä êîìïåíñèðîâàííûõ âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ
îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

cos 2πν(±)
m = cos (2πmνx)± 4πξxm sin (2πmνx) Λm. (6.20)

Íàïîìíèì, ÷òî ïîñêîëüêó (6.19) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèçóåìûì èíòå-
ãðàëüíûì óðàâíåíèåì ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì ÿäðîì, âñå ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ Λm ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè. Åñëè k
íóìåðóåò ñîáñòâåííûå ÷èñëà óðàâíåíèÿ (6.19), òî ñ ðîñòîì k âåëè÷è-
íû Λm,k óáûâàþò áûñòðåå, ÷åì 1/k. Òàê, äëÿ äèïîëüíûõ êîëåáàíèé
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ïó÷êîâ ñ ýêñïîíåíöèàëüíûìè çàâèñèìîñòÿìè ôóíêöèé ðàñïðåäåëå-
íèÿ îò àìïëèòóä ãîðèçîíòàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö çà-
âèñèìîñòü Λ1,k îò íîìåðà ðàäèàëüíîé ìîäû k îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìó-
ëîé (5.65). Âñå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîáñòâåííûå ðåøåíèÿ (6.19) èìåþò
õîðîøî îïðåäåëåííîå îñíîâíîå ñîñòîÿíèå (ñì. òàêæå íà ðèñ. 16). Øè-
ðèíû çàïðåùåííûõ ïîëîñû ÷àñòîò êîëåáàíèé νx ïðîïîðöèîíàëüíû
Λm,k. Ïðè ýòîì âñå çàïðåùåííûå ïîëîñû ìîä ñ áîëüøèìè çíà÷åíèÿ-
ìè k îêàçûâàþòñÿ âëîæåííûìè â çàïðåùåííûå ïîëîñû ìîä îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ. Èç ðèñ. 18 âèäíî, ÷òî äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ âåëè÷èíà
Λm õîðîøî îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (5.71). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæå-
íèå â (6.20), íàõîäèì âûðàæåíèÿ äëÿ ïîðîãîâûõ âåëè÷èí ξx
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16π
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Ýòè âûðàæåíèÿ ïðåäñêàçûâàþò íåñêîëüêî ìåíüøèå ïîðîãè (ðèñ. 27)
ïî ñðàâíåíèþ ñ çíà÷åíèÿìè äëÿ âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé. Âïðî÷åì,
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Ðèñ. 27. Òî æå, ÷òî íà ðèñ. 26, íî äëÿ ãîðèçîíòàëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëå-
áàíèé êîìïåíñèðîâàííûõ âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ
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òàêîå ðàçëè÷èå ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ ðàçëè÷èåì èñïîëüçîâàííûõ
ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ñãóñòêîâ.

Íåñìîòðÿ íà íåêîòîðûå ðàçëè÷èÿ, ïðèâåäåííûå ïðèìåðû, â öå-
ëîì, ïîäòâåðæäàþò îáùèå ïðåäñêàçàíèÿ ðàáîòû [7] ïî ïîâîäó ïåð-
ñïåêòèâ óâåëè÷åíèÿ äîñòèæèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ïðîñòðàí-
ñòâåííîãî çàðÿäà ξ â óñòàíîâêàõ ñ êîìïåíñèðîâàííûìè âñòðå÷íûìè
ïó÷êàìè. Âîçìîæíûå íåóñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé êîì-
ïåíñèðîâàííûõ âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ ïîêðûâàþò ðàáî÷óþ îáëàñòü ÷à-
ñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö ãóñòîé ñåòüþ ÷åðåäóþùèõñÿ ïîëîñ, â êîòîðûõ
êîëåáàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî îêàçûâàþòñÿ óñòîé÷èâûìè èëè íåóñòîé-
÷èâûìè. Ê òîìó æå, ñàìîñîãëàñîâàííûå èçìåíåíèÿ ðàçìåðîâ òàêèõ
ñãóñòêîâ ìîãóò ñïîíòàííî íàðóøàòü âûïîëíåíèÿ æåëàåìûõ óñëî-
âèé êîìïåíñàöèè èõ ïðîñòðàíñòâåííûõ çàðÿäîâ. Ýòè ïðåäñêàçàíèÿ
íå ïðîòèâîðå÷àò ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì ïðè çàïóñêå, íàñòðîéêå è
ýêñïëóàòàöèè óïîìèíàâøåéñÿ óñòàíîâêè DCI.

7. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ìû îãðàíè÷èëèñü îïèñàíèåì íåáîëüøîãî ÷èñëà çàäà÷ î óñòîé÷è-
âîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ. Âñå îíè òàê, èëè
èíà÷å, ïîÿâëÿëèñü â ñâÿçè ñ ïîïûòêàìè ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ îãðà-
íè÷åíèé äîñòèæèìûõ çíà÷åíèé ñâåòèìîñòè â êîëëàéäåðàõ. Ñëåäóåò
ïîä÷åðêíóòü, ÷òî íåóñòîé÷èâîñòè âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ, îáû÷íî, ÿâëÿ-
þòñÿ î÷åíü áûñòðûìè. Õàðàêòåðíûå èíêðåìåíòû íàðàñòàíèÿ àìïëè-
òóä òàêèõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ìîãóò ñîñòàâëÿòü çàìåòíóþ äîëþ
ïàðàìåòðà ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ñãóñòêîâ ξ. Â ñîâðåìåííûõ ìà-
øèíàõ âåëè÷èíà ξ ïðèáëèæàåòñÿ ê 0.1. Ýòî îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü
ðàçâèòèÿ íàèáîëåå áûñòðûõ ìîä êîëåáàíèé çà äåñÿòêè èëè ñîòíè îáî-
ðîòîâ ïó÷êîâ â ìàøèíå. Âìåñòå ñ òåì, ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé óêàçû-
âàþò íà òî, ÷òî òåìïû ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòåé êîëåáàíèé âñòðå÷-
íûõ ïó÷êîâ ìîãóò çàìåòíî óìåíüøàòüñÿ ïðè ïðèáëèæåíèè ÷àñòîò
êîëåáàíèé ÷àñòèö ê ïàðàìåòðè÷åñêèì ðåçîíàíñàì. Ýòî îáñòîÿòåëü-
ñòâî ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ïðèåìëåìûå îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ïó÷êîâ è
ìàøèí äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ðàáîòû êîëëàéäåðîâ ñ æåëàåìûì çíà÷åíèåì
ñâåòèìîñòè. Óâåëè÷åíèå äîñòèæèìûõ çíà÷åíèé ñâåòèìîñòè óñòàíî-
âîê ñ âñòðå÷íûìè ïó÷êàìè ïðè ïðèáëèæåíèè ðàáî÷åé òî÷êè ÷àñòîò
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ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó ðåçîíàíñó ìíîãîêðàòíî íàáëþäàëàñü ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî.

Êóëîíîâñêèé õàðàêòåð ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ÷àñòèöû â ÌÂ ïîä-
÷åðêèâàåò ðîëü êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âûñîêîé ìóëüòèïîëüíîñòè, à
òàêæå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîé çàâèñèìîñòè èíêðåìåíòîâ íåóñòîé-
÷èâîñòåé è óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé îò ðàçìåðîâ ñòàëêèâàþ-
ùèõñÿ ñãóñòêîâ. Óìåíüøåíèå èíêðåìåíòîâ ñ ðîñòîì ðàçìåðîâ ñãóñòêà
ìîæåò ñòàáèëèçèðîâàòü êîëåáàíèÿ âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ. Â èçìåðåíèÿõ
ýòî áóäåò ïðîÿâëÿòüñÿ êàê äîñòèæåíèå íåêîòîðîãî ïðåäåëüíîãî çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðà ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ξ. Â ïðàêòè÷åñêè èíòå-
ðåñíûõ îáëàñòÿõ ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ïðÿìîå íàáëþäåíèå
íåóñòîé÷èâûõ ìîä âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ òðåáóåò èçìåðåíèÿ ìóëüòèïîëü-
íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ.

Âàæíîñòü èçó÷åíèÿ ýòèõ ïðîáëåì ïîñòîÿííî âîçðàñòàåò ñ óâåëè-
÷åíèåì æåëàåìûõ âåëè÷èí ñâåòèìîñòè óñòàíîâîê. Âñå áîëüøóþ ðîëü
â ïðîåêòèðîâàíèè ñîâðåìåííûõ êîëëàéäåðîâ ïðèîáðåòàþò èññëåäî-
âàíèÿ, âêëþ÷àþùèå èçó÷åíèå ñàìîñîãëàñîâàííûõ èçìåíåíèé ôóíê-
öèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñòêîâ. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êî-
ãäà òàêèå èññëåäîâàíèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿ ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì
ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â ÌÂ, îïèñàííûå â ïîñîáèè ïðîñòûå ìåòî-
äû è ïîäõîäû îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíû äëÿ ïðàâèëüíîé èíòåðïðåòàöèè
÷èñëåííûõ äàííûõ. Ïîñòàíîâêà è ïðîâåäåíèå èçìåðåíèé ïàðàìåòðîâ
âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ òàêæå ñòàíîâèòñÿ áîëåå îñìûñëåííîé ñ èñïîëüçî-
âàíèåì îïèñàííûõ â ïîñîáèè ìåòîäîâ.

Âìåñòå ñ òåì, ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå âñòðå÷íûõ
ïó÷êîâ â ÌÂ íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ìåõàíèçìîì, âûçûâàþùèì
íåóñòîé÷èâîñòè ñãóñòêîâ. Êàê îïèñàíî, íàïðèìåð, â ïîñîáèè [1] äèñ-
ñèïàòèâíîå îêðóæåíèå ñãóñòêîâ ïðè äâèæåíèè ìåæäó ÌÂ ìîæåò
ïðèâîäèòü ê ìíîãî÷èñëåííûì íåóñòîé÷èâîñòÿì êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé ñãóñòêîâ. Õîòÿ òàêèå íåóñòîé÷èâîñòè, êàê ïðàâèëî, çàìåòíî ìåä-
ëåííåå ðåçîíàíñíûõ íåóñòîé÷èâîñòåé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ, ïîðîãîâûå
òîêè äèññèïàòèâíûõ íåóñòîé÷èâîñòåé ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ñãóñòêîâ
èìåþò íóëåâûå çíà÷åíèÿ. Íåëèíåéíûå çàâèñèìîñòè ïîëåé ïðîñòðàí-
ñòâåííîãî çàðÿäà ñãóñòêîâ â ÌÂ îò êîîðäèíàò ÷àñòèö óâåëè÷èâàþò
ðàçáðîñû ÷àñòîò íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Ïðè áëàãîïðèÿòíûõ çíà-
êàõ êîãåðåíòíûõ ñäâèãîâ ÷àñòîò êîëëåêòèâíûõ ìîä îíè ìîãóò ïîïà-
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äàòü â ñïåêòð íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé è òåì âûçûâàòü çàòóõàíèå
Ëàíäàó òàêèõ ìîä. Åñëè æå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ìîä íå ïîïàäàþò
â ñïåêòð íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà, äîïîëíèòåëüíûå äèñïåð-
ñèè ÷àñòîò, âíîñèìûå âçàèìîäåéñòâèåì ñãóñòêîâ â ÌÂ, íå âûçûâàþò
çàòóõàíèÿ Ëàíäàó ìîä. Áîëåå òîãî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ âñòðå÷íûõ
ïó÷êîâ òàêîå óâåëè÷åíèå ðàçáðîñà ìîæåò ïðèâîäèòü êàê ê çàòóõà-
íèþ, òàê è ê àíòèçàòóõàíèþ Ëàíäàó, õàðàêòåðíîìó äëÿ ðåçîíàíñ-
íûõ íåóñòîé÷èâîñòåé è íåóñòîé÷èâîñòåé êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé èç-
çà ñâÿçè ìîä (íàïðèìåð, â [22], èëè â [1]).

Ìû ïîñ÷èòàëè óìåñòíûì âêëþ÷èòü â ïîñîáèå óïðîùåííîå îïèñà-
íèå äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ â ðàìêàõ
ìîäåëè æåñòêèõ ñãóñòêîâ. Èñòîðè÷åñêè, ýòà ìîäåëü îäíîé èç ïåðâûõ
èñïîëüçîâàëàñü äëÿ èçó÷åíèÿ êîãåðåíòíûõ ýôôåêòîâ âñòðå÷è (íà-
ïðèìåð, â [5] è [6]). Ýòîìó ñïîñîáñòâîâàëà çíà÷èòåëüíàÿ ïðîñòîòà
îïèñàíèÿ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ â ìîäåëè. Çíà÷èòåëüíàÿ
÷àñòü ïðåäñêàçàíèé òàêîé ìîäåëè è èõ ñëåäñòâèé ñîõðàíÿåòñÿ è ïðè
èñïîëüçîâàíèè áîëåå àäåêâàòíûõ ïîäõîäîâ. Ïðè îïðåäåëåííîé îñìîò-
ðèòåëüíîñòè, âñå ýòî óâåëè÷èâàåò äèäàêòè÷åñêóþ ïðèâëåêàòåëüíîñòü
ïîäõîäà ê îïèñàíèþ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé, îñíîâàííîãî íà ïðåäïî-
ëîæåíèè îá îòñóòñòâèè ó ñãóñòêîâ âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. Íà-
ïîìíèì, ÷òî òàêàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ëþáîïûòíóþ, õîòÿ è
äîâîëüíî åñòåñòâåííóþ, ñâÿçü íåóñòîé÷èâîñòåé äèïîëüíûõ êîãåðåíò-
íûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ ñ íåóñòîé÷èâîñòÿìè êîëåáàíèé ÷àñòèö ýòèõ
ñãóñòêîâ, ðàññ÷èòàííûìè â ðàìêàõ ìîäåëè ñëàáîãî è ñèëüíîãî ñãóñò-
êîâ. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî ïîçâîëÿåò ïåðåíåñòè áîëüøîå êîëè÷åñòâî
íàêîïëåííûõ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè "ñëàáî-ñèëüíûõ"ïðåäñêàçàíèé
íà îïèñàíèå íåëèíåéíûõ äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷-
íûõ ïó÷êîâ. Â ÷àñòíîñòè, â ìîäåëè æåñòêèõ ñãóñòêîâ âñå çàïðåùåí-
íûå ïîëîñû ÷àñòîò ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
ðàñïîëîæåíû ïî îäíó ñòîðîíó îò ðåçîíàñíîãî çíà÷åíèÿ ÷àñòîòû (áå-
òàòðîííûõ) êîëåáàíèé. Íàïðèìåð, äëÿ ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûõ êîë-
ëàéäåðîâ ýòî îáëàñòè ÷àñòîò íåâîçìóùåííûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé
÷àñòèö, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íèæå èõ ðåçîíàíñíûõ çíà÷åíèé.

Ïîñëåäîâàòåëüíîå îïèñàíèå ñàìîñîãëàñîâàííîãî èçìåíåíèÿ ñîñòî-
ÿíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ èç-çà èõ âçàèìîäåéñòâèÿ â ÌÂ äîñòèãàåò-
ñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì êèíåòè÷åñêîãî ïîäõîäà. Îñóùåñòâëåíèå òàêîé
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ïðîãðàììû â ïîëíîì îáúåìå òðåáóåò ðåøåíèÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è, ïî-âèäèìîìó, ìîæåò áûòü
äîñòèãíóòî ëèøü ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì. Îïèñàíèå íà÷àëüíûõ
ýòàïîâ âçàèìîäåéñòâèÿ âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ
óñòîé÷èâîñòè èõ ëèíåéíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Õîòÿ âû÷èñëå-
íèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé òàêèõ çàäà÷ ìîæåò áûòü îñëîæíåíî, óäàåòñÿ
íàéòè óïðîùàþùèå ìîäåëè, â êîòîðûõ óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è ìî-
äû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ ìîãóò áûòü ïîëó÷å-
íû àíàëèòè÷åñêèìè, èëè ïîëó-àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Îñíîâíûå
îñîáåííîñòè òàêèõ ðåøåíèé â çíà÷èòåëüíîé ìåðå îïðåäåëÿþòñÿ êó-
ëîíîâñêèì õàðàêòåðîì ïîëåé ñãóñòêîâ è ðåçîíàíñíîñòüþ èõ âçàèìî-
äåéñòâèÿ.

Äëÿ ñãóñòêîâ ñ ìàëûìè âåëè÷èíàìè ïàðàìåòðà ïðîñòðàíñòâåííî-
ãî çàðÿäà ξ ñîáñòâåííûå ìîäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé áëèçêè ê ãàð-
ìîíèêàì ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ôàçàì êîëåáàíèé ÷àñòèö è, â
ýòîì ñìûñëå, õàðàêòåðèçóþòñÿ îïðåäåëåííîé ìóëüòèïîëüíîñòüþ êî-
ëåáàíèé. Â âèäó áåçäèññèïàòèâíîñòè, âçàèìîäåéñòâèå ïó÷êîâ â ÌÂ
ìîæåò ïðèâîäèòü ê íåóñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé ïðè ïðèáëèæåíèè ÷à-
ñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö ñãóñòêîâ ê ñóììîâûì ðåçîíàíñàì. Íàïðèìåð,
åñëè ν(1)y è ν(2)y � ÷àñòîòû êîëåáàíèé ÷àñòèö, à m1, m2 è n � öåëûå
÷èñëà òàêèå, ÷òî m1m2 > 0 , òî íåóñòîé÷èâû ìîäû, äëÿ êîòîðûõ âû-
ïîëíÿåòñÿ óñëîâèåm1ν

(1)
y +m2ν

(2)
y = n. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ, êîãåðåíòíûå

êîëåáàíèÿ ïó÷êîâ ðàñêà÷èâàþòñÿ èç-çà èõ ñâÿçè ñ äâèæåíèåì ÷àñòèö
âäîëü çàìêíóòûõ îðáèò ñãóñòêîâ. Ôîðìàëüíî, ýòîò ôàêò îïèñûâàåòñÿ
íåâîçìîæíîñòüþ âûïîëíåíèÿ ðåçîíàíñíîãî óñëîâèÿ ïðè íóëåâîì çíà-
÷åíèè íîìåðà àçèìóòàëüíîé ãàðìîíèêè âîçìóùåíèÿ n. Äåìïôèðîâà-
íèå êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âáëèçè ñóììîâîãî ðåçîíàíñà âîçìîæíî
ëèøü ïðè îäíîâðåìåííîì äåìïôèðîâàíèè ñâÿçàííûõ ìîä. Ïî ýòîé
ïðè÷èíå ðàçáðîñû ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö â ñãóñòêàõ ìîãóò ïðèâî-
äèòü êàê ê çàòóõàíèþ, òàê è ê àíòèçàòóõàíèþ Ëàíäàó êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ. Ýôôåêò àíòèçàòóõàíèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ â
òàêîé äåôîðìàöèè îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè è çàïðåùåííûõ ïîëîñ ðàç-
áðîñàìè ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö, ïðè êîòîðîé ìîäû, áûâøèå óñòîé-
÷èâûìè ïðè íóëåâûõ ðàçáðîñàõ ÷àñòîò, îêàçûâàþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè
äëÿ íåìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ñãóñòêîâ.
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Ðåçîíàíñíûå óñëîâèÿ, îïèñûâàþùèå ñâÿçü êîëåáàíèé ñèììåòðè÷-
íûõ ñãóñòêîâ ν(1)y = ν

(2)
y = νy, íàïîìèíàþò óñëîâèÿ íåëèíåéíûõ ðå-

çîíàíñîâ, íàïðèìåð, νy = n/(2m). Îäíàêî, ïðîöåññû, ïðîòåêàþùèå
â ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñòêàõ â îêðåñòíîñòè ýòîé ÷àñòîòû è îïèñû-
âàåìûå òåîðèåé ëèíåéíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé â êîðíå îòëè÷íû
îò òåõ, ÷òî ïðåäñêàçûâàþòñÿ äëÿ ýòèõ óñëîâèé, íàïðèìåð, ìîäåëüþ
æåñòêèõ ñãóñòêîâ. Â ÷àñòíîñòè, òàêèå ïðîöåññû ôîðìèðóþò ìóëüòè-
ïîëüíûå ìîäû êîëåáàíèé, îáóñëîâëåííûå âîçáóæäåíèåì âíóòðåííèé
ñòåïåíåé ñâîáîäû ñãóñòêîâ, îáìåíû ýíåðãèåé ìåæäó ìîäàìè êîëå-
áàíèé è êîëåáàíèÿìè ÷àñòèö è ñîïóòñòâóþùèå çàòóõàíèÿ, èëè àí-
òèçàòóõàíèÿ Ëàíäàó âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ. Íàïîìíèì, ÷òî àìïëèòóäû
ìóëüòèïîëüíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ ðàññ÷èòàííûå â ðàìêàõ òåîðèè
ëèíåéíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé äàæå ïðè ïðèáëèæåíèè ÷àñòîò ê
ðåçîíàíñíûì çíà÷åíèÿì ñàìè ïî ñåáå, âîîáùå, ìàëû.

Ïðèáëèæåíèå ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö ê ðàçíîñòíûì ðåçîíàíñàì
m1ν

(1)
y − m2ν

(2)
y = n ïðèâîäèò ê îáìåíó ýíåðãèÿìè ñâÿçàííûõ ìîä.

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ äåìïôèðîâàíèÿ
íåóñòîé÷èâûõ ìîä è äëÿ äåòåêòèðîâàíèÿ ñâÿçè êîëåáàíèé ïó÷êîâ â
ÌÂ.

7.1. Ñèíõðîáåòàòðîííûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ïðèâåäåííûå ðàñ÷åòû âûïîëíÿëèñü ïðåäïî-
ëàãàÿ ëîáîâûå ñòîëêíîâåíèÿ ñãóñòêîâ. Åñëè æå â ÌÂ ñðåäíèå ñêîðî-
ñòè ñãóñòêîâ íå òî÷íî àíòèïàðàëëåëüíû, à ìåæäó èõ íàïðàâëåíèÿìè
èìååòñÿ íåêîòîðûé óãîë π − 2ϕ, òî ãîâîðÿò î ïåðåñå÷åíèè ñãóñòêîâ
ïîä óãëîì 2ϕ. Îäíîé èç ïðè÷èí èñïîëüçîâàíèÿ òàêîãî ïåðåñå÷åíèÿ
çàìêíóòûõ îðáèò â êîëëàéäåðàõ ÿâëÿåòñÿ æåëàíèå äîáèòüñÿ áîëåå
ïëîòíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ñãóñòêîâ â ïó÷êå è, ñîîòâåòñòâåííî, âîçìîæ-
íîãî óâåëè÷åíèÿ ñâåòèìîñòè óñòàíîâêè. Âìåñòå ñ òåì, ïîñêîëüêó ïîëÿ
ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ðåëÿòèâèñòñêîãî ñãóñòêà íàïðàâëåíû ïî-
ïåðåê åãî ñðåäíåé ñêîðîñòè, ïðè èñïîëüçîâàíèè ñõåì ñ ïåðåñå÷åíèåì
ïîä óãëîì â ÌÂ êðîìå ïîïåðå÷íûõ îòêëîíÿþùèõ ñèë ïîÿâëÿþòñÿ
ñèëû, íàïðàâëåííûå âäîëü (èëè ïðîòèâ) ñðåäíåé ñêîðîñòè ñãóñòêà-
ïàðòíåðà. Ýòè ñèëû âîçìóùàþò ñèíõðîòðîííûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèö
ýòîãî ñãóñòêà (íàïðèìåð, â [4]).
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Äëÿ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ê îáñóæ-
äàâøèìñÿ âûøå ðåçîíàíñàì áåòàòðîííûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé äî-
áàâÿòñÿ ñåìåéñòâà ñèíõðîáåòàòðîííûõ ðåçîíàíñîâ, êîòîðûå òàêæå
ìîãóò âûçûâàòü íåóñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ, íî òåïåðü óæå ñèí-
õðîáåòàòðîííûõ ìîä ñãóñòêîâ. Êàê è â îïèñàííûõ ñëó÷àÿõ, íåóñòîé-
÷èâû ìîäû ñãóñòêîâ, íàõîäÿùèåñÿ â ñóììîâûõ ðåçîíàíñàõ. Äëÿ îä-
íîìåðíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ñ ìóëüòèïîëüíîñòüþ m è ñèí-
õðîòðîííîãî êîëåáàíèÿ ñ ìóëüòèïîëüíîñòüþ ms äëÿ ñòîëêíîâåíèé
ñèììåòðè÷íûõ ñãóñòêîâ ðåçîíàíñíîå óñëîâèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
2(mνb +msνs) = n. Çäåñü νb è νs � áåçðàçìåðíûå ÷àñòîòû áåòàòðîí-
íûõ è ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö, n � íîìåð àçèìóòàëüíîé
ðåçîíàíñíîé ãàðìîíèêè. Äëÿ êîðîòêèõ ñãóñòêîâ îäíèì èç ñïîñîáîâ
ïîäàâëåíèÿ ýòèõ íåóñòîé÷èâîñòåé ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ò.í. ñõåì
ñ êðàá-êðîññèíãîì ( áîëåå ïîäðîáíî ñì., íàïðèìåð, â [4]).

Åùå îäíèì èñòî÷íèêîì íåóñòîé÷èâîñòè ñèíõðîáåòàòðîííûõ ìîä
êîðîòêèõ âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ (σs ≪ β) ìîãóò áûòü õðîìàòèçìû ôîêó-
ñèðîâîê êîëåö, â êîòîðûõ äâèæóòñÿ ñãóñòêè. Ïðîñòîé ðàñ÷åò ïîêàçû-
âàåò [8], ÷òî çàâèñèìîñòè ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö îò èõ ýíåðãèè ïðè-
âîäèò ê ïåðåðàñïðåäåëåíèþ äåêðåìåíòîâ (èëè èíêðåìåíòîâ) ìåæäó
áåòàòðîííûìè è ñèíõðîáåòàòðîííûìè ìîäàìè êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé. Â îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ýòî ÿâëåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ
óïðàâëåíèÿ âåëè÷èíàìè èíêðåìåíòîâ íåæåëàòåëüíûõ ìîä.

Ïðè îáñóæäåíèè ìóëüòèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷-
íûõ ïó÷êîâ ìû óïðîùàëè âû÷èñëåíèÿ ïðåäïîëîæåíèåì î ìàëîé
äëèíå ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñòêîâ. Åñëè β � çíà÷åíèå ãîðèçîíòàëüíîé,
èëè âåðòèêàëüíîé β-ôóíêöèè â ÌÂ, òî äëÿ äëèí ñãóñòêîâ σs ïðåäïî-
ëàãàëîñü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ β ≫ σs. Â òàêîì ñëó÷àå ÌÂ äåéñòâóåò
íà êîëåáàíèÿ ÷àñòèö êàê áåñêîíå÷íî òîíêàÿ ëèíçà. Ïðè âû÷èñëåíèè
èçìåíåíèé èìïóëüñîâ ÷àñòèö â ÌÂ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôàçû èõ áå-
òàòðîííûõ êîëåáàíèé ïðè ïðîõîæäåíèè ó÷àñòêà âñòðå÷è íå èçìåíÿ-
þòñÿ. Â ñîâðåìåííûõ êîëëàéäåðàõ æåëàíèå óâåëè÷èòü äîñòèæèìîå
çíà÷åíèå ñâåòèìîñòè çàñòàâëÿåò ñóùåñòâåííî óìåíüøàòü çíà÷åíèÿ β.
Ïîñêîëüêó ñîïóòñòâóþùåå óìåíüøåíèå äëèí ñãóñòêîâ, îáû÷íî, îãðà-
íè÷åíî, íàïðèìåð, êîëëåêòèâíûìè ýôôåêòàìè, ïàðàìåòðû óñòàíî-
âîê âõîäÿò â îáëàñòè, ãäå β ≃ σs. Ìàêñèìàëüíî äîñòèæèìîå çíà÷åíèå

130



ñâåòèìîñòè ïðè ýòîì íåñêîëüêî ñíèæàåòñÿ. Â òàêîé îáëàñòè ïàðàìåò-
ðîâ ðàáîòàåò, íàïðèìåð, Â-ôàáðèêà KEKB â Öóêóáà, ßïîíèÿ.

Âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ â îáëàñòè β ≃ σs ñòàíîâÿòñÿ
íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ òåìè, êîòîðûå ìû îáñóæ-
äàëè â äàííîì ïîñîáèè (ñ òåõíè÷åñêèìè äåòàëÿìè òàêèõ âû÷èñëåíèé
ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ, íàïðèìåð, â [14], [15], èëè â [16]). Â îòëè÷èå îò
ñëó÷àåâ ñòîëêíîâåíèé êîðîòêèõ ñãóñòêîâ çäåñü ñòàíîâèòñÿ íåîáõîäè-
ìûì ó÷åò êîíå÷íîñòè íàáåãà ôàç áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé íà äëèíå
ÌÂ. Êðîìå òîãî, ìîæåò îêàçàòüñÿ âàæíûì ó÷åò ðîëè ñèíõðîáåòà-
òðîííûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ â îãðàíè÷åíèè èõ äîñòè-
æèìûõ ïëîòíîñòåé. Â ïîñëåäíèõ ñëó÷àÿõ è, íàïðèìåð, äëÿ âåðòè-
êàëüíûõ êîëåáàíèé, ñåìåéñòâà áåòàòðîííûõ êîãåðåíòíûõ ðåçîíàíñîâ
2myνy = n äîïîëíÿþòñÿ ðåçîíàíñàìè 2myνy+2msνs = n, ãäå νs � ÷à-
ñòîòà ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö, àms � íîìåð ìóëüòèïîëüíî-
ñòè ñèíõðîòðîííîé ÷àñòè ìîäû êîãåðåíòíîãî êîëåáàíèÿ. Ïðè íåáîëü-
øèõ âåëè÷èíàõ ÷àñòîò ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö âîçìîæíû
òàêæå íåóñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ ìîä ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñòêîâ
èç-çà ñâÿçè èõ ñèíõðîáåòàòðîííûõ ìîä êîëåáàíèé [16].

Èíòåðôåðåíöèÿ òîë÷êîâ îò ðàçíûõ ó÷àñòêîâ òðàåêòîðèè ÷àñòèöû
â îáëàñòè âçàèìîäåéñòâèÿ ñãóñòêîâ ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ èñïû-
òûâàåìûõ ÷àñòèöàìè âîçìóùåíèé. Ýòî óìåíüøåíèå òåì áîëüøå, ÷åì
áîëüøå íàáåãè ôàç áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö íà äëèíå îáëàñòè
âçàèìîäåéñòâèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñäâèãè ÷àñòîò, èíêðåìåíòû êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé òàêæå óìåíüøàþòñÿ. Ýòî ÿâëåíèå ìîæíî îïèñàòü
ââåäåíèåì íåêîòîðîãî ýôôåêòèâíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ïðîñòðàí-
ñòâåííîãî çàðÿäà ξeff , êîòîðûé èíòåãðàëüíî îïèñûâàåò âëèÿíèå èí-
òåðôåðåíöèè ôàç íà êîãåðåíòíûå ýôôåêòû âñòðå÷è. Â îáëàñòè ïà-
ðàìåòðîâ, ãäå β ≃ σs, îáû÷íî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ξeff ≤ ξ.

Ïîñêîëüêó âåëè÷èíû ãàðìîíèê ëàãðàíæèàíà, îïèñûâàþùåãî âîç-
ìóùåíèÿ êîëåáàíèé ïîëÿìè âñòðå÷íîãî ñãóñòêà îïðåäåëÿþòñÿ ïîë-
íûì íàáåãîì ôàçû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé íà ÌÂ, äåéñòâèå ýòèõ
ÿâëåíèé íà êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ñãóñòêîâ òåì ñèëüíåå, ÷åì âûøå
íîìåðà ìóëüòèïîëüíîñòè ìîä áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé. Òàê, äëÿ äè-
ïîëüíûõ êîëåáàíèé (m = 1) îòëè÷èÿ ξ è ξeff íåâåëèêè (ξeff ≃ 0.5ξ;
[14]). Äëÿ ñåêñòóïîëüíîé ìîäû (m = 3) çíà÷åíèå ξeff ìîæåò óìåíü-
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øàòüñÿ äî 0.1ξ [14]. Âëèÿíèå òàêèõ è áîëåå âûñîêèõ ìîä íà óìåíüøå-
íèå ïëîòíîñòè ñãóñòêîâ îñëàáåâàåò. Ïîýòîìó ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì
âûáîð îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ æåëàåìîå (è äîñòàòî÷íî
âûñîêîå) çíà÷åíèå ñâåòèìîñòè óñòàíîâêè.

Óìåíüøåíèå ýôôåêòèâíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðîñòðàíñòâåí-
íîãî çàðÿäà ñãóñòêîâ çàâèñèò îò ãåîìåòðèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòàë-
êèâàþùèõñÿ ïó÷êîâ. Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ ñãóñòêîâ ñ êðóãëû-
ìè ïîïåðå÷íûìè ñå÷åíèÿìè íåóñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, îêàçûâàþòñÿ ñëàáåå íåóñòîé÷èâî-
ñòåé ñãóñòêîâ ñ ïëîñêèìè ïîïåðå÷íûìè ñå÷åíèÿìè (íàïðèìåð, â [15]).

7.2. Ýëåêòðîí-èîííûå êîëëàéäåðû

Ïîñëåäíèå ïîëòîðà � äâà äåñÿòêà ëåò â ìèðå ïîÿâèëñÿ çàìåòíûé
èíòåðåñ ê ñîîðóæåíèþ óñòàíîâîê ñ âñòðå÷íûìè ïó÷êàìè ñ áîëüøîé
ñâåòèìîñòüþ, â êîòîðûõ ñòàëêèâàþòñÿ ýëåêòðîíû è ïîëîæèòåëüíî
çàðÿæåííûå èîíû (ðåàëüíî, ãîëûå ÿäðà ýëåìåíòîâ). Â òàêèõ óñòàíîâ-
êàõ âîçìîæíî ïîëó÷åíèå âåëè÷èí ñâåòèìîñòè, ñêàæåì, 1030 1/(ñì2ñ)
äëÿ èîíîâ óðàíà, èëè 1033 1/(ñì2ñ) äëÿ ïðîòîíîâ, åñëè èîííûé ïó-
÷îê ôîðìèðóåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì, íàïðèìåð, ìåòîäà ýëåêòðîííîãî
îõëàæäåíèÿ [24]. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðåäåëüíûå âåëè÷èíû ñâåòèìî-
ñòè â òàêèõ ýëåêòðîí-èîííûõ êîëëàéäåðàõ îãðàíè÷èâàþòñÿ íå òîëü-
êî ýôôåêòàìè âñòðå÷è, íî è âîçìóùåíèÿìè êîëåáàíèé èîíîâ ïîëÿìè
ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà èîííûõ ñãóñòêîâ. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå,
äåéñòâèå ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà èîííîãî ïó÷êà íà ñîñòàâ-
ëÿþùèå åãî èîíû ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü âåëè÷èíîé ò. í. êóëîíîâ-
ñêîãî ñäâèãà ÷àñòîòû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé èîíîâ. Â ýòîé ñâÿçè
îïðåäåëÿþò âåëè÷èíó

∆νL =
Z2

A

Nirp
4πγ3i ϵi

Π√
2πσsi

. (7.1)

Çäåñü âåëè÷èíû, ïîìå÷åííûå èíäåêñîì i îòíîñÿòñÿ ê èîíàì, Z è A
� ñîîòâåòñòâåííî, çàðÿä è àòîìíûé âåñ èîíîâ. Ïîñêîëüêó ïîëÿ ïðî-
ñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà äåôîêóñèðóþò èîíû, ñäâèã ÷àñòîòû áåòàòðîí-
íûõ êîëåáàíèé èîíîâ îòðèöàòåëåí è ðàâåí (−∆νL). Ñ óâåëè÷åíè-
åì àìïëèòóä áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé èîíîâ âåëè÷èíà êóëîíîâñêîãî
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ñäâèãà ÷àñòîòû óìåíüøàåòñÿ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, ïîìèìî äåôîêóñè-
ðîâêè ïîëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ñãóñòêà èçìåíÿþò â íåì ðàç-
áðîñû ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé.

ν
z

ν
x

ν
b

ν
b
+ ∆ν

bb

ν
b
- ∆ν

L

n + 1

n

n + 1n

Ðèñ. 28. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ñìåùåíèÿ ðàáî÷åé òî÷êè ïî ÷àñòîòàì
áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé èîíîâ çà ñ÷åò ýôôåêòîâ âñòðå÷è (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ)
è çà ñ÷åò êóëîíîâñêîãî ðàñòàëêèâàíèÿ (ïóíêòèð). Æèðíûì êðåñòîì ïîêà-
çàíî ïîëîæåíèå íåâîçìóùåííîé ðàáî÷åé òî÷êè, æèðíîé òî÷êîé � åå îáùåå
ñìåùåíèå

Ýòè îáñòîÿòåëüñòâà îêàçûâàþò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ïðèí-
öèïû è ïðîöåäóðû âûáîðà ïàðàìåòðîâ äëÿ îïòèìèçàöèè ñâåòèìîñòè
ýëåêòðîí-èîííûõ êîëëàéäåðîâ ñ âûñîêîé ñâåòèìîñòüþ. Îäíî èç îãðà-
íè÷åíèé çàðàíåå î÷åâèäíî. Âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîííîãî è èîííîãî
ñãóñòêîâ â ÌÂ óâåëè÷èâàåò ÷àñòîòû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö,
à êóëîíîâñêîå ðàñòàëêèâàíèå èîíîâ óìåíüøàåò ÷àñòîòû èõ áåòàòðîí-
íûõ êîëåáàíèé (ðèñ. 28). Åñëè âåëè÷èíà êóëîíîâñêîãî ñäâèãà ∆νL
ïðåâûøàåò ξ, òî ñóììàðíûé ñäâèã ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé
èîíîâ îòðèöàòåëåí. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè íåêîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé èîíîâ ðàñïîëîæåíû íèæå ðåçîíàíñíûõ çíà÷åíèé,
íàïðèìåð, νb ≤ n/m. Íî â ýòîé îáëàñòè áóäóò íåóñòîé÷èâû, ïî êðàé-
íåé ìåðå, äèïîëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ýëåêòðîííîãî è èîííîãî
ñãóñòêîâ èç-çà èõ âçàèìîäåéñòâèÿ â ÌÂ. Òðåáîâàíèå îäíîâðåìåííîé
óñòîé÷èâîñòè íåêîãåðåíòíûõ è êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âûïîëíÿåòñÿ
ëèøü â îáëàñòè, ãäå ∆νL < ξ.
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Äëÿ ïðîâåðêè ðåàëèñòè÷íîñòè ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ è äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ ïîðîãîâîé âåëè÷èíû îòíîøåíèÿ χ = ∆νL/ξ â ðàáîòå [24] áûëî
ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñàìîñîãëàñîâàííîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ýëåêòðîííîãî è èîííîãî ñãóñòêîâ. Ïîìèìî ïðî÷åãî, ðåçóëüòà-
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Ðèñ. 29. Çàâèñèìîñòü îòíîøåíèÿ ýìèòòàíñîâ èîííîãî è ýëåêòðîííîãî ñãóñò-
êîâ îò âåëè÷èíû êóëîíîâñêîãî ñäâèãà ÷àñòîòû ∆νL (òî÷êè). Îäíî ÌÂ íà
ïåðèìåòðå, ξ = 0.05, νx = νy = 7.1; óñû ïîêàçûâàþò 10% øèðèíó âû÷èñëåí-
íûõ òî÷åê; ñïëîøíàÿ è ïóíêòèðíàÿ ëèíèè � äåìîíñòðàöèîííàÿ ïîäãîíêà
ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè íà äâóõ ãðóïïàõ òî÷åê

òû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàëè (ðèñ. 29), ÷òî äëÿ ξ = 0.05 è, íà÷èíàÿ
ñ ∆νL = 0.02, âçàèìîäåéñòâèå ñãóñòêîâ â ÌÂ ñîïðîâîæäàåòñÿ óâå-
ëè÷åíèåì ýìèòòàíñà èîííîãî ïó÷êà. Ýìèòòàíñ ýëåêòðîííîãî ñãóñòêà
òàêæå óâåëè÷èâàåòñÿ. Ñâåòèìîñòü óñòàíîâêè ïðè ýòîì óìåíüøàåòñÿ.
Îòñþäà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ∆νL â ýëåêòðîí-
èîííûõ êîëëàéäåðàõ ñ ñèëüíûìè ïîëÿìè ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà
èîííûõ ñãóñòêîâ íå ïðåâûøàåò çíà÷åíèå ξ/2, ÷òî íå ïðîòèâîðå÷èò
îæèäàåìîìó ðåçóëüòàòó. Èñïîëüçîâàíèå ýòîãî äîïîëíèòåëüíîãî îãðà-
íè÷åíèÿ ïîçâîëÿåò îïòèìèçèðîâàòü äîñòèæèìûå çíà÷åíèÿ ñâåòèìî-
ñòåé ýëåêòðîí-èîííûõ êîëëàéäåðîâ [24].
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7.3. Îñîáåííîñòè íàáëþäåíèÿ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ

Â ïîäàâëÿþùåì ÷èñëå ïóáëèêàöèé ýêñïåðèìåíòàëüíîå èçó÷åíèå
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ ñâîäèòñÿ ê íàáëþäåíèþ
èõ äèïîëüíûõ êîëåáàíèé. Ñàìè äèïîëüíûå êîëåáàíèÿ ñãóñòêîâ ìî-
ãóò èíèöèèðîâàòüñÿ, íàïðèìåð, èõ âíåøíåé ðàñêà÷êîé. Ðàñïðîñòðà-
íåííîñòü òàêèõ èññëåäîâàíèé ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî èçìåðåíèÿ äèïîëü-
íûõ ìîä ñãóñòêîâ ìîæíî ïðîâîäèòü èñïîëüçóÿ äèôôåðåíöèàëüíûå
ïèêàï-ýëåêòðîäû è îáðàáàòûâàòü ïîëó÷åííûå ñèãíàëû ñòàíäàðòíû-
ìè ìåòîäàìè. Äëÿ ïó÷êîâ ñòîëü ìàëîé èíòåíñèâíîñòè, ÷òî â èçìåðÿå-
ìûõ îáëàñòÿõ ÷àñòîò íå ïîÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûõ ìîä êîëåáàíèé, òà-
êîé ïîäõîä ìîæåò äàòü âïîëíå àäåêâàòíûå ðåçóëüòàòû. Êîíå÷íî, ïðè
ýòîì íóæíî ïîìíèòü î âëèÿíèè íà ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé íåëèíåé-
íîñòåé ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ñãóñòêîâ. Ïîýòîìó èñïîëüçó-
åìûå àìïëèòóäû ðàñêà÷èâàþùèõ ñãóñòêè ïîëåé äîëæíû áûòü îãðà-
íè÷åíû, ÷òîáû, íàïðèìåð, èçáåæàòü ïðîÿâëåíèÿ â èçìåðåíèÿõ ãè-
ñòåðåçèñíûõ ÿâëåíèé, èëè ýòè ýôôåêòû äîëæíû áûòü ÿâíî ó÷òåíû
â îáðàáîòêå èçìåðåííûõ ñèãíàëîâ.

Íåïîñðåäñòâåííîå íàáëþäåíèå ìóëüòèïîëüíûõ êîëåáàíèé ïó÷êîâ
ìîæåò äàòü áîëüøå èíôîðìàöèè î âçàèìíîì âëèÿíèè ñòàëêèâàþ-
ùèõñÿ ñãóñòêîâ, íî îíî òåõíè÷åñêè çàòðóäíåíî. Ïîñòàíîâêà òàêèõ
èçìåðåíèé êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ è èíòåðïðåòà-
öèÿ ðåçóëüòàòîâ ýòèõ ýêñïåðèìåíòîâ åùå æäóò ñâîåãî ðàçâèòèÿ.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî õîòÿ èçó÷åíèå êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé, ïîëó÷àåìûå â
ýòîé îáëàñòè ðåçóëüòàòû ïîëåçíû äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ è íàñòðîéêè
ìàøèí. Ýòî îñîáåííî îòíîñèòñÿ ê òåì ñëó÷àÿì, êîãäà æåëàåìûå âå-
ëè÷èíû ñâåòèìîñòåé óñòàíîâîê âåëèêè.

A Íåêîòîðûå èíòåãðàëû ñ ôóíêöèÿìè

Áåññåëÿ

Â ýòîì ïîñîáèè íàì äîâîëüíî ÷àñòî ïðèõîäèëîñü âû÷èñëÿòü èí-
òåãðàëû âèäà:

K(λ)
m,m2

= 2

∫ ∞

0
Jm(kb)Jm2(k)

dk

kλ
, (A1)
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ãäå b � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, m è m2 ðàçíÿòñÿ íà ÷åòíîå
÷èñëî, à çíà÷åíèå ïàðàìåòðà λ òàêîâî, ÷òî èíòåãðàë íå ðàñõîäèòñÿ.
Îäèí èç ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ òàêèõ èíòåãðàëîâ îïèñàí, íàïðèìåð,
â êíèãå Âàòñîíà [25]. Îí îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ïðåäåëüíîãî ïå-
ðåõîäà

K(λ)
m,m2

= 2 lim
c→0

∫ ∞

0
e−ckJm(kb)Jm2(k)

dk

kλ
, (A2)

ïîçâîëÿþùåãî çàìåíèòü ôóíêöèè Áåññåëÿ ðÿäàìè. Íàïðèìåð, ïèøåì

Jm (kb) =

∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ (m+ n+ 1)

(
bk

2

)2n+m

. (A3)

Îáîçíà÷èâ

A =

∫ ∞

0
e−ckJm(kb)Jm2(k)

dk

kλ
(A4)

è ïðåäïîëàãàÿ âûïîëíåííûì óñëîâèå b ≤ 1, ïèøåì

A =
∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ (m+ n+ 1)

(
b

2

)2n+m

an, (A5)

ãäå

an =

∫ ∞

0
e−ckJm2(k)k

2n+m−λdk

=

∞∑
l=0

(−1)l
∫∞
0 e−ckk2n+2l+m+m2−λdk

l!Γ (m2 + l + 1) 22l+m2

=
∞∑
l=0

(−1)l
∫∞
0 e−kk2n+2l+m+m2−λdk

l!Γ (m2 + l + 1) 22l+m2c2n+2l+m+m2−λ+1
.

Ïîäñòàâèâ ñþäà∫ ∞

0
e−kk2n+2l+m+m2−λdk = Γ (2n+ 2l +m+m2 − λ+ 1) (A6)

è âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé óäâîåíèÿ Γ-ôóíêöèé

Γ (2n+ 2l +m+m2 − λ+ 1) =
22n+2l+m+m2−λ

√
π

×Γ

(
n+ l +

m+m2 − λ+ 1

2

)
Γ

(
n+ l + 1 +

m+m2 − λ

2

)
,
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ïèøåì

an =
22n+m−λ

√
πc2n+m+m2−λ+1

×
∞∑
l=0

Γ
(
n+ l + m+m2−λ+1

2

)
Γ
(
n+ l + 1 + m+m2−λ

2

)
l!Γ (m2 + l + 1) (−c2)l

=
Γ (m2 + 1 +m− λ+ 2n)

Γ (m2 + 1) 2m2

×
F
(
n+ m+m2−λ+1

2 , n+ m+m2−λ+2
2 ;m2 + 1;− 1

c2

)
c2n+m+m2−λ+1

,

ãäå

F (α, β; γ; z) =
Γ(γ)

Γ(α)Γ(β)

∞∑
n=0

Γ(α+ n)Γ(β + n)

Γ(γ + n)

zn

n!
(A7)

� ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ

F (α, β; γ; z) = (1− z)−αF

(
α, γ − β; γ;

z

z − 1

)
ïîëó÷àåì

Q =
F
(
n+ m+m2−λ+1

2 , n+ m+m2−λ+2
2 ;m2 + 1;− 1

c2

)
c2n+m+m2−λ+1

=
F
(
n+ m+m2−λ+1

2 ,m2 − n− m+m2−λ
2 ;m2 + 1; 1

1+c2

)
c2n+m+m2−λ+1

(
1 + 1

c2

)n+m+m2−λ+1
2

,

èëè

an =
Γ (m2 + 1 +m− λ+ 2n)

Γ (m2 + 1) 2m2

×
F
(
n+ m+m2−λ+1

2 ,−n− m−m2−λ
2 ;m2 + 1; 1

1+c2

)
(1 + c2)n+

m+m2−λ+1
2

.
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Ïîýòîìó

lim
c→0

an =
Γ (m2 + 1 +m− λ+ 2n)

Γ (m2 + 1) 2m2
(A8)

×F
(
n+

m+m2 − λ+ 1

2
,−n− m−m2 − λ

2
;m2 + 1; 1

)
.

Ïîñêîëüêó

F (α, β; γ; 1) =
Γ(γ)Γ(γ − α− β)

Γ(γ − α)Γ(γ − β)
,

à

Γ(m2 + 1)Γ(m2 + 1− n− m+m2−λ+1
2 + n+ m−m2−λ

2 )

Γ(m2 + 1− n− m+m2−λ+1
2 )Γ(m2 + 1 + n+ m−m2−λ

2 )

=
m2!Γ

(
1
2

)
Γ
(
−n− m−m2−λ−1

2

)
Γ
(
n+ 1 + m+m2−λ

2

) ,
ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ôîðìóëó (A8) â âèäå

lim
c→0

an =

√
πΓ (m2 + 1 +m− λ+ 2n)

2m2Γ
(
−n− m−m2−λ−1

2

)
Γ
(
n+ 1 + m+m2−λ

2

) ,
èëè ó÷èòûâàÿ, ÷òî

√
πΓ (m2 + 1 +m− λ+ 2n) = 2m2+m−λ+2n

×Γ

(
n+

m2 +m− λ+ 1

2

)
Γ

(
n+ 1 +

m2 +m− λ

2

)
,

â âèäå

lim
c→0

an =
2m−λ+2nΓ

(
n+ m2+m−λ+1

2

)
Γ
(
−n− m−m2−λ−1

2

) . (A9)
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Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â (A2) ïîçâîëÿåò çàïèñàòü

K(λ)
m,m2

= 2

∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ (m+ n+ 1)

(
b

2

)2n+m

lim
c→0

an (A10)

= 2
∞∑
n=0

(−1)n
(
b
2

)2n+m

n!Γ (m+ n+ 1)

2m−λ+2nΓ
(
n+ m2+m−λ+1

2

)
Γ
(
−n− m−m2−λ−1

2

)
=
bm cos

(
π
[
m−m2−λ

2

])
π2λ−1

∞∑
n=0

b2n

×
Γ
(
n+ m2+m−λ+1

2

)
Γ
(
n+ m−m2−λ+1

2

)
n!Γ(m+ n+ 1)

,

èëè

K(λ)
m,m2

=
bmΓ

(
m+m2−λ+1

2

)
2λ−1m!Γ

(
m2−m+λ+1

2

) (A11)

×F
(
m+m2 − λ+ 1

2
,
m−m2 − λ+ 1

2
;m+ 1; b2

)
, b ≤ 1.

Ïîëàãàÿ â ýòîé ôîðìóëå λ = 2, ïîëó÷èì âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè
(4.78)

K(2)
m,m2

=
bm

2

Γ
(
m+m2−1

2

)
m!Γ

(
m2−m+3

2

) (A12)

×F
(
m+m2 − 1

2
,
m−m2 − 1

2
;m+ 1; b2

)
, b ≤ 1.

Ïîëàãàÿ â (A11) λ = 1 è b = 1, ïîëó÷èì

K(1)
m,m2

=
Γ
(
m+m2

2

)
F
(
m+m2

2 , m−m2
2 ;m+ 1; 1

)
m!Γ

(
m2−m

2 + 1
)

=
Γ
(
m+m2

2

)
m!Γ

(
m2−m

2 + 1
) m!Γ

(
m+ 1− m+m2

2 − m−m2
2

)
Γ
(
m+ 1− m+m2

2

)
Γ
(
m+ 1− m−m2

2

)
=

4

(m2
2 −m2)Γ

(
m2−m

2

)
Γ
(
1− m2−m

2

)
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Ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî

1

(m2
2 −m2)Γ

(
m2−m

2

)
Γ
(
1− m2−m

2

) =
sin
(
π
2 [m2 −m]

)
π(m2

2 −m2)
,

ïîëó÷èì ôîðìóëó (4.117)

K(1)
m,m2

=
4

π

sin
(
π
2 [m−m2]

)
m2 −m2

2

. (A13)

Ïîëàãàÿ â (A11) m = m2, ïîëó÷èì

K(λ)
m,m =

bmΓ
(
m+ 1−λ

2

)
2λ−1m!Γ

(
λ+1
2

) (A14)

×F
(
m+

1− λ

2
,
1− λ

2
;m+ 1; b2

)
, b ≤ 1.

Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå [26]

F

(
α, α+

1

2
− β;β +

1

2
; z2
)

= (1 + z)−2α F

(
α, β; 2β;

4z

(1 + z)2

)
,

α = m+
1− λ

2
, β = m+

1

2
, α+

1

2
− β =

1− λ

2
,

ïèøåì

F

(
m+

1− λ

2
,
1− λ

2
;m+ 1; b2

)
= (1 + b)−2m−1+λ

×F
(
m+

1− λ

2
,m+

1

2
, 2m+ 1;

4b

(1 + b)2

)
.

Ïîýòîìó

K(λ)
m,m =

Γ
(
m+ 1−λ

2

)
2λ−1m!Γ

(
λ+1
2

) bm

(1 + b)2m−λ+1
(A15)

× F

(
m+

1− λ

2
,m+

1

2
, 2m+ 1;

4b

(1 + b)2

)
.
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Â ýòîì âûðàæåíèè àðãóìåíò ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà ìåíüøå åäè-
íèöû ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà b. Ïîñêîëüêó

m+
1− λ

2
+m+

1

2
− 2m− 1 = −λ

2
,

ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé b, âêëþ÷àÿ òî÷êó b = 1.
Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó (A15) m = 1 è λ = 2, ïîëó÷àåì (óäâîåí-

íîå) âûðàæåíèå èç ïðàâîé ÷àñòè (4.38)

K
(2)
1,1 =

b

(1 + b)
F

(
1

2
,
3

2
, 3;

4b

(1 + b)2

)
. (A16)

Ïîëàãàÿ â (A15) λ = 1, ïîëó÷àåì

K(1)
m,m =

bm

m(1 + b)2m
F

(
m,m+

1

2
, 2m+ 1;

4b

(1 + b)2

)
. (A17)

Â ýòîé ôîðìóëå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåí-
òàðíóþ ôóíêöèþ. Äåéñòâèòåëüíî:

A = F

(
m,m+

1

2
, 2m+ 1;x

)
, x =

4b

(1 + b)2
,

=
Γ (2m+ 1)

Γ (m) Γ
(
m+ 1

2

) ∞∑
n=0

Γ (m+ n) Γ
(
m+ 1

2 + n
)
xn

Γ (2m+ 1 + n)n!

=
m22m√

π

∞∑
n=0

Γ (m+ n) Γ
(
m+ 1

2 + n
)
xn

Γ (2m+ 1 + n)n!

= 2m

∞∑
n=0

Γ (2m+ 2n)xn

Γ (2m+ 1 + n) Γ (n+ 1)
=

22m(
1 +

√
1− 4x

)2m .
Ïîýòîìó ïèøåì

K(1)
m,m =

bm

m (1 + b)2m
22m(

1 + |1−b|
1+b

)2m (A18)

=
22mbm

m (1 + b+ |1− b|)2m
. (A19)

Â îáëàñòè b ≤ 1 ýòî âûðàæåíèå ñâîäèòñÿ ê ôîðìóëå (5.34), à â îá-
ëàñòè b > 1 ê ôîðìóëå (5.35). Âïðî÷åì, òàêîé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü
ïîëó÷åí è ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé çíà÷åíèÿ λ = 1 â ôîðìóëó (A14).
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