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1 Вводные замечания и определения

В этих лекциях нам хотелось дать основные понятия о теории ко-
герентных колебаний пучков в накопителях, циклических ускори-
телях и установках со встречными пучками заряженных частиц,
а также об основных эффектах, ограничивающих достижимые
интенсивности пучков в таких установках. Задачи, которые мы
будем обсуждать, в той или иной мере решались в связи с про-
блемой улучшения работы реальных машин. По понятным при-
чинам мы будем упрощать, где это возможно, постановку задач
и их решение. Более углубленное изложение обсуждаемых вопро-
сов, а также более широкое описание физики интенсивных пучков
включающее и кинетические явления можно найти в книгах [1],
либо [2].

Приведенные задачи решались на семинарских занятиях, или
в ходе выполнения студентами семестрового задания. В некото-
рых случаях полное решения задачи требует проведения простых
расчетов на ЭВМ. Учитывая, что применение вычислительных
машин в физике ускорителей стало теперь нормой, нам представ-
ляется, что включение в курс подобных задач является скорее его
достоинством, чем недостатком.

Мы предполагаем, что читатель имеет общие знания по мате-
матике и электродинамике в пределах университетского курса, а
по общим вопросам физики циклических ускорителей в пределах,
соответствующих знакомству с книгами [3], либо [4].

1.1 Дисперсионное уравнение

Нам представляется, что обсуждение ограничений тока пучка в
накопителях (ускорителях) заряженных частиц, связанных с их
взаимодействием, полезно начать с следующей простой задачи.
Предположим, что в каждой точке орбиты, скажем горизонталь-
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ные, бетатронные колебания частиц возмущаются силой, пропор-
циональной дипольному моменту пучка [d(t)]

Fx = k
N∑

a=1

xa ≡ Nkd(t), (1.1)

d(t) =
1
N

N∑

a=1

xa. (1.2)

Требуется определить условия устойчивости колебаний частиц,
либо пучка в целом.

Для упрощения вычислений мы воспользуемся приближением
сглаженной фокусировки. Тогда уравнения для горизонтальных
колебаний частиц записываются в виде

ẍa + ω2
axa =

1
γM

Fx, a = 1, 2, . . . , N, (1.3)

где ωa частота бетатронных колебаний частицы a, а E = γMc2

энергия частиц. Входящий в уравнение (1.3) коэффициент k, вооб-
ще, определяется электродинамикой задачи. Чтобы не отвлекать-
ся на вычисления наведенных пучком полей, мы параметризуем
k следующим выражением:

k = − e2g

Πl2⊥
. (1.4)

Здесь l⊥ задает характерный поперечный размер электродов, вза-
имодействующих с пучком, а форм-фактор g описывает особенно-
сти наведенных пучком электрических и магнитных полей. Для
простоты он принят равным постоянной.

Если бы частицы не взаимодействовали, то изменение диполь-
ного момента пучка d(t) во времени определялось бы разбросом
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частот колебаний (Рис.1). При совпадении частот (ωa = ω) движе-
ние частиц было бы полностью когерентно, а дипольный момент
совершал бы гармонические колебания с частотой ω. Отличия ча-
стот колебаний частиц приводит к увеличению разностей фаз ко-
лебаний частиц пучка, то-есть к потере когерентности колебаний.
В целом, это приводит к уменьшению амплитуды колебаний d,
или, как говорят, к уменьшению когерентного сигнала. Поскольку
число частиц в пучке конечно, спектр колебаний, вообще говоря,
дискретен и имеет конечную ширину ∆ωΣ. По этой причине, по
прошествии времени порядка 1/∆ωΣ, затухание дипольного мо-
мента может смениться его нарастанием (Рис.1). В таком случае
говорят о появлении эха колебаний.

0 4 8 12 16 20
δωt 

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

d(t)

0 4 8 12 16 20
δωt

-0.2
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Рис. 1: Зависимость дипольного момента пучка от времени для
(N = 200) невзаимодействующих частиц. В начальный момент
времени фазы колебаний всех частиц совпадают (левый рисунок),
либо равномерно распределены в интервале 0 – 2π (правый рису-
нок). Распределение частот в пучке генерировалось использовани-
ем датчика случайных чисел с гауссовым распределением вокруг
ω = (1/N)

∑N
a=1 ωa. Разброс частот δω = 0.05× ω.
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Подстановка уравнений (1.1) и (1.4) в уравнение (1.3) дает

ẍa + ω2
axa = −Ω2d(t), (1.5)

где

Ω2 =
Ne2g

γMΠl2⊥
. (1.6)

Система линейных уравнений (1.5) может быть решена с исполь-
зованием преобразования Фурье. Определяя

xa(ω) =
∫ ∞

0
dt exp(iωt)xa(t), (1.7)

пишем

xa(ω) =
1

ω2
a − ω2

{
−Ω2dω − [ẋa(t)− iωxa(t)]eiωt

∣∣∞
0

}
. (1.8)

Для того, чтобы амплитуды xa(ω) имели смысл, величины xa(t) в
правой части (1.7) должны расти не быстрее экспонент exp(δat).
По этой причине частоты ω в правой части (1.8) должны нахо-
диться в области Imω > max{δa}. В этом случае решения xa(ω)
выражаются через начальные условия:

xa(ω) =
1

ω2
a − ω2

{−Ω2dω + ẋa(0)− iωxa(0)
}

. (1.9)

Функция dω вычисляется арифметическим усреднением уравне-
ний (1.9):

dω = −X(ω)
ε(ω)

, X(ω) =
1
N

N∑

a=1

ẋa(0)− iωxa(0)
ω2 − ω2

a

, (1.10)

где:

ε(ω) = 1− Ω2

N

N∑

a=1

1
ω2 − ω2

a

. (1.11)
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Как видно из уравнения (1.10), величина амплитуды dω определя-
ется начальным средним смещением частиц и разбросом частот в
пучке. При этом, если частоты ωa не совпадают, то даже при слу-
чайном распределении начальных условий

N∑

a=1

ẋa(0) = 0,
N∑

a=1

xa(0) = 0

амплитуда X(ω) в (1.10) отлична от нуля (Рис.1 (правый)). Таким
образом, разброс частот колебаний частиц может приводить не
только к затуханию когерентных колебаний пучка, но и к спон-
танной генерации таких колебаний. При случайном распределе-
нии частот в пучке, возбуждаемые когерентные колебания также
будут иметь случайные амплитуды и фазы. Это так называемый
Шоттки шум пучка. Измерение Шоттки шума является одним из
наиболее мощных средств диагностики параметров пучков в на-
копителях тяжелых частиц.

Подстановка (1.10) в уравнение (1.9) и выполнение обратного
преобразования Фурье:

xa(t) =
∫ ∞

−∞

dω

2π
e−iωtxa(ω), Imω > 0 (1.12)

завершают вычисление xa(t):

xa(t) = −
∫

C

dω

2π
e−iωt

{
ẋa(0)− iωxa(0)

ω2 − ω2
a

+
Ω2X(ω)

(ω2 − ω2
a)ε(ω)

}
. (1.13)

В этом выражении контур интегрирования (C) проходит из −∞ в
∞ выше всех особенностей подынтегрального выражения. Первое
слагаемое в (1.13) описывает свободные колебания частицы, обу-
словленные ее начальными отклонениями (xa(t = 0) и ˙xa(t = 0)),
а второе – взаимное влияние частиц.
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Значение интеграла по ω в (1.13) определяется вычетами в
полюсах подынтегрального выражения. Чтобы найти положение
этих полюсов перепишем множитель, стоящий в фигурных скоб-
ках подынтегрального выражения в (1.13), в виде:

[
(ẋa(0)− iωxa(0))

ω2 − ω2
a

(
1 +

Ω2

N(ω2 − ω2
a)ε(ω)

)

+
Ω2Xa(ω)

(ω2 − ω2
a)ε(ω)

]
,

(1.14)

где

Xa(ω) =
1
N

∑

b6=a

ẋb(0)− iωxb(0)
ω2 − ω2

b

.

Теперь заметим, что, если все частоты ωa различны, то выраже-
ния

1
ω2 − ω2

a

(
1 +

Ω2

N(ω2 − ω2
a)ε(ω)

)
=

1
(ω2 − ω2

a)ε(ω)


1− Ω2

N

∑

b6=a

1
ω2 − ω2

b


 ,

и
1

(ω2 − ω2
a)ε(ω)

∑

b 6=a

ẋb(0)− iωxb(0)
ω2 − ω2

b

не имеют полюсов в точках ω = ±ωa. По этой причине зависи-
мость xa от времени в (1.13) определяется положением корней
уравнения

ε(ω) = 0, (1.15)

в плоскости комплексной переменной ω. При большой интенсивно-
сти пучка амплитуда колебаний частицы определяется её началь-
ными условиями лишь в начальный момент (Ωt ¿ 1). На больших
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временах (Ωt ≥ 1) оно определяется взаимным влиянием частиц,
которое описывается вторым слагаемым в (1.13). Это слагаемое в
решении (xa(t)) посредством одного параметра – дипольного мо-
мента

d(t) =
∫ ∞

−∞

dω

2π
e−iωtdω, Imω > 0. (1.16)

описывает коллективное поведение пучка. В частности, уравне-
ние (1.9) указывает, что колебания отдельных частиц пучка будут
нарастать во времени, если дипольный момент увеличивается. В
последнем случае, соответствующем появлению корней дисперси-
онного уравнения (1.15) в верхней полуплоскости (ω), говорят, что
дипольные когерентные колебания пучка неустойчивы.

Поскольку уравнение (1.15) содержит полином степени 2N , его
корни должны находиться численно. Условия устойчивости коге-
рентных колебаний пучка можно, однако, определить не решая
этого уравнения. Для этого перепишем (1.15) в виде:

1 = Ω2Φ(ω), Φ(ω) =
1
N

N∑

a=1

1
ω2 − ω2

a

. (1.17)

Используя тот факт, что коэффициенты в (1.17) являются дей-
ствительными числами и потому его корни либо действительны,
либо комплексно сопряжены, условие устойчивости находится под-
счетом числа пересечений функции Φ(ω) с горизонтальной пря-
мой Φ = 1/Ω2 (см. на Рис.2).

Как видно из этого рисунка, при Ω2 > 0 прямая 1/Ω2 всегда
пересекает функцию Φ(ω) в 2N точках. В этом случае уравне-
ние (1.17) имеет 2N реальных корней и, следовательно, коллек-
тивные колебания не нарастают, то-есть являются устойчивыми.
Обычно частоты колебаний в пучке распределены в сравнительно
узком интервале δω вокруг некоторой средней частоты ω так, что
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ω À δω. Если пренебречь слагаемыми порядка δω/ω, то корни
уравнения (1.17) равны:

ω1,2 = ±
√

ω2 + Ω2. (1.18)

Как видно из этого выражения, они сдвинуты относительно ча-
стоты невозмущенных колебаний ω на величину, зависящую от
числа частиц и характера их взаимодействия в пучке. При Ω ¿ ω
этот так называемый когерентный сдвиг частоты линейно зависит
от N :

∆ω =
Ω2

2ω
=

Nr0cg

4πγl2⊥ν
, r0 =

e2

Mc2
, ω = ω0ν (1.19)

Величина ∆ω может быть непосредственно измерена. Согласно
соотношению (1.6), результаты таких измерений могут быть ис-
пользованы для определения форм-фактора g.

Если Ω2 < 0, то, как это видно из Рис.2, при выполнении
условия:

|Ω2|
N

N∑

a=1

1
ω2

a

> 1. (1.20)

одна из ветвей функции Φ(ω) останется непересеченной. В этой
области у уравнения (1.17) появляется два комплексно сопряжен-
ных корня и, следовательно, коллективные колебания пучка ста-
новятся неустойчивыми. Пренебрегая в (1.20) разбросом частот,
мы можем записать условие устойчивости в виде

|Ω| < ω. (1.21)

Оно имеет простой смысл – для устойчивости когерентных коле-
баний изменение жесткости потенциальной ямы за счет взаимо-
действия частиц пучка не должно превышать жесткости фокуси-
ровки. При большой интенсивности пучка (|Ω| À ω) инкременты
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неустойчивых колебаний

δ = −Imω = −
√

Ne2g

γMΠl2⊥
(1.22)

растут как
√

N . Такие зависимости инкрементов от N характер-
ны для так называемых динамических (то-есть не связанных с
диссипацией) неустойчивостей коллективных колебаний пучка.

Приведенный пример пока- Φ(ω)

-3 -1 1 3 ω/ω1

Ω2 > 0

Ω2 < 0

Ω2 =Ω2
th

Рис. 2: Схематическая зависи-
мость функции Φ от частоты. В
области Ω2 > 0 прямая 1/Ω2 все-
гда пересекает функцию Φ(ω) в
2N точках. При этом уравнение
(1.17) имеет 2N реальных кор-
ней. В области же Ω2 < 0 воз-
можно появление мнимых кор-
ней, если |Ω2| превышает порого-
вое значение.

зывает, что существует класс
задач, в которых важно знать
поведение пучка в целом. Как
правило, описание состояний пуч-
ка в таких случаях требует за-
дания сравнительно небольшо-
го числа переменных (в рас-
смотренном примере – диполь-
ного момента пучка). В наибо-
лее общем случае такими пе-
ременными являются одноча-
стичная либо, если это необхо-
димо, многочастичные функции
распределения частиц в фазо-
вом пространстве.

В описанном примере для
перехода к описанию пучка в
терминах функций распределе-
ния достаточно заменить сум-
мирование по частицам в (1.1)
суммированием по элементам фазового объёма, занятого пучком.
При разбиении на элементарные объёмы пучок описывается чис-
лами заполнения (fα)– т.е. числами частиц в элементах фазово-
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го объёма. Вообще, зависимость чисел заполнения от положения
в фазовом пространстве и от времени является скачкообразной.
При пересечении частицами границы элемента эти числа изменя-
ются скачком. Описание состояний пучка в терминах чисел за-
полнения становится целесообразным, если среднеквадратичные
изменения чисел заполнения (δfα) оказываются малыми по срав-
нению с самими величинами fα:

δf2
α ¿ f2

α, δfα = fα − fα.

В таких случаях набор чисел {fα} заменяют сглаженной функци-
ей распределения такой, что

fα = f(rα,pα, t)∆Γ, ∆Γ =
drdp
(2π)3

. (1.23)

Поскольку при движении пучка частицы никуда не пропадают
и ниоткуда не появляются, функция f удовлетворяет уравнению
непрерывности в фазовом пространстве:

∂f

∂t
+

∂(ṙf)
∂r

+
∂(ṗf)

∂p
= 0. (1.24)

Если при этом движение частиц гамильтоново, так что

ṙ =
∂H

∂p
, ṗ = −∂H

∂r
, (1.25)

где H гамильтониан движения частиц, то уравнение (1.24) упро-
щается и может быть переписано в виде

∂f

∂t
+

(
∂H

∂p
∂f

∂r
− ∂H

∂r
∂f

∂p

)
= 0. (1.26)

С учетом (1.25) последнее уравнение также записывается в виде:

∂f

∂t
+ ṙ

∂f

∂r
+ ṗ

∂f

∂p
=

df

dt
= 0. (1.27)
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Интеграл f по всему фазовому пространству даёт число частиц в
пучке (N): ∫

dΓf = N.

Часто вместо f используют распределение (f ′), нормированное на
1: ∫

dΓf ′ = 1.

При этом очевидно f = Nf ′. Ниже, говоря о функциях распреде-
ления мы будем иметь в виду f ′, а знак (′) будем опускать.

В рассмотренном нами упрощенном примере фазовое простран-
ство бетатронных колебаний двумерно (x, px). При этом

Fx = Nk

∫
dΓxf, (1.28)

H = R0

∫
dpω0(p) +

p2
x

2γM
+

γMω2
xx2

2
−Nkx

∫
dΓxf, (1.29)

а f = f(θ, p, x, px, t). Подстановка этого гамильтониана в (1.26)
приводит к уравнению

∂f

∂t
+ ω0(p)

∂f

∂θ
+

px

γM

∂f

∂x
+

+
(
−γMω2

xx + Nk

∫
dΓxf

)
∂f

∂px
= 0.

(1.30)

Полученное уравнение описывает как колебания пучка, так и из-
менения занимаемого им эффективного фазового объёма под дей-
ствием коллективных полей. По этой причине уравнение (1.30)
становится нелинейным. Решение таких уравнений, вообще гово-
ря, сложнее решения исходного уравнения (1.1). Это является ре-
зультатом упрощений, принятых при формулировании модельной
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задачи. В подавляющем же числе случаев решение уравнений ви-
да (1.30) дает наиболее информативное представление о протека-
нии в пучке коллективных и кинетических процессов. Система-
тический подход к решению подобного рода задач состоит в по-
строении рядов теории возмущения по отклонениям, вызываемым
коллективным движением пучка. В данном случае в применении
такого метода нет необходимости. Как это следует из (1.27), реше-
ние уравнения Власова является интегралом движения. Поэтому
в любой момент времени

f(p, r, t) = f (0)(p0, r0), (1.31)

где f (0) начальное распределение, а p0 и r0 задают начальные
координаты частиц в фазовом пространстве. Для уравнения (1.1)
величины (px)0 и x0 выражаются через px, x и t посредством фор-
мул (1.13).

1.2 Эффект прерывания пучка

Изучение задач устойчивости когерентных колебаний сводится к
решению дисперсионных уравнений лишь в тех случаях, когда
взаимодействие частиц распространяясь по пучку может дости-
гать частиц, являвшихся источником возмущения. В таком слу-
чае, в каждой точке пучка колебания частиц через некоторый про-
межуток времени испытывают возмущение, порожденное самими
этими колебаниями и реакцией колебаний частиц, встретивших-
ся на пути распространения возмущения. То-есть, в таком случае
взаимодействие замыкает обратную связь по пучку. Если эта об-
ратная связь положительная, то амплитуда колебаний нарастает.
Если же отрицательная, то колебания затухают.

Существует, однако, обширный класс неустойчивостей коге-
рентных колебаний, когда обратная связь колебаний по пучку
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оказывается незамкнутой. Поэтому изучение устойчивости коле-
баний принципиально не может быть сведено к решению какого-
либо дисперсионного уравнения. Исторически, такие неустойчиво-
сти были обнаружены в линейных ускорителях и получили назва-
ние эффекта прерывания пучка. Впоследствии было обнаружено,
что аналогичные явления могут ограничивать ток и в цикличе-
ских машинах.

Для простоты, мы опишем эффект прерывания пучка в следу-
ющей простой задаче. Положим, что пучок состоит из Mb сгуст-
ков нулевой длины. Сгустки содержат равное число частиц Nb

и заполняют пучок с периодом τ = T0/h, где T0 = Π/c –период
обращения частиц в машине. Кроме того, мы предположим, что
в пучке взаимодействуют лишь соседние сгустки, а возмущение
описывается силой

(Fx)a = −γMωxW (xa[t] + xa−1[t− τ ]). (1.32)

Здесь a = 2, 3, . . . , Mb нумерует сгустки в пучке. Колебания пер-
вого по счету пучка возмущаются силой (1.32) лишь в том случае,
когда Mb = h так, что сгустки равномерно заполняют пучок.

Обозначив x′ = dx/dt, запишем уравнения движения для цен-
тров тяжести пучков

x′′a + (ω2
x + 2ωxW )xa = −2ωxWxa−1(t− bτ). (1.33)

Как видно из этого уравнения, самодействие сгустка приводит к
изменению частоты колебаний на величину ∆ωx = W , а взаимо-
действие сгустков приводит к раскачке колебаний последующих
сгустков пучка колебаниями впереди идущих. Поскольку частоты
всех сгустков сдвигаются на одну величину, ниже мы будем счи-
тать, что такой сдвиг уже учтен в частоте ωx заменяя ωx + W на
ωx.
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Для дальнейшего, удобнее перейти к вращательным коорди-
натам в фазовом пространстве

ξ± = x′ ∓ iωxx. (1.34)

Тогда, например,

ξ′+ = x′′ − iωx[ξ+ + iωxx] = −iωxξ+ + x′′ + ω2
xx

и поэтому

ξ′+a + iωxξ+a = iW (ξ−,a−1 − ξ+,a−1). (1.35)
ξ′−a − iωxξ−a = iW (ξ−,a−1 − ξ+,a−1). (1.36)

Связь колебаний ξ± мала, если мала величина W (именно, если
W ¿ ωx). Действительно, решения уравнений (1.35) и (1.36) за-
писываются в виде

ξ± = A±e∓iωxt.

При этом, например, величина A+ удовлетворяет уравнению

A′+,a = −iW (A+,a−1 −A−,a−1e
2iωxt).

При выполнении условия W ¿ ωx первое слагаемое в правой ча-
сти этого уравнения описывает систематическое изменение вели-
чины A+, а второе ее быстрые осцилляции. Относительная ампли-
туда таких осцилляций определяется отношением W/ωx и потому
мала. Интересуясь систематическим изменением A+, мы усред-
ним это уравнение по интервалу времени такому, что

1
ωx

¿ ∆t ¿ 1
W

.

Усредненные уравнения

ξ′+a + iωxξ+a = −iWξ+,a−1, (1.37)
ξ′−a − iωxξ−a = iWξ−,a−1. (1.38)
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описывают несвязанные колебания мод (+) и (−). Такие урав-
нения решаются методом преобразования Фурье по времени. Ис-
пользуя соотношение

∫ ∞

0
dteiωtξ′ = −ξ(0)− iωξ(ω),

заменим, например, уравнения (1.37) следующей системой уравне-
ния для Фурье-амплитуд ξ+,a(ω) (знак + для краткости опускаем)

− i[ω − ωx]ξa(ω) = ξa(0)− iWλξa−1(ω), λ = exp(iωτ). (1.39)

Решение такой системы уравнений легко находится по индукции.
Для первого сгустка имеем

ξ1 =
iξ1(0)
ω − ωx

. (1.40)

Для второго

ξ2 =
iξ2(0)
ω − ωx

+
Wλ

ω − ωx
ξ1(ω)

=
iξ2(0)
ω − ωx

+
Wλ

ω − ωx

iξ1(0)
ω − ωx

. (1.41)

Аналогичным образом для третьего и четвертого получаем

ξ3(ω) =
iξ3(0)
ω − ωx

+
Wλ

ω − ωx

[
iξ2(0)
ω − ωx

+
Wλ

ω − ωx

iξ1(0)
ω − ωx

]

=
iξ3(0)
ω − ωx

+
Wλ

ω − ωx

iξ2(0)
ω − ωx

+
(

Wλ

ω − ωx

)2 iξ1(0)
ω − ωx

,

и

ξ4(ω) =
4∑

a=1

(
Wλ

ω − ωx

)4−a iξa(0)
ω − ωx

. (1.42)
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Поэтому для произвольного сгустка пучка пишем

ξa(ω) =
i

ω − ωx

a∑

p=1

(
Wλ

ω − ωx

)a−p

ξp(0). (1.43)

Эти соотношения выполняются при любых значениях ω 6= ωx.
Зависимость амплитуд колебаний от времени находится обратным
преобразованием Фурье

ξa(t) =
∫

C

dω

2π
e−iωtξa(ω), (1.44)

где контур интегрирования идет из ω = −∞ в ω = +∞ выше
действительной оси ω. Подставив в (1.44) амплитуды из (1.43),
найдем (λ[ωx] = eiωxτ )

ξa(t) = e−iωxt
a∑

p=1

ξp(0)(Wλ[ωx])a−p (1.45)

×
∫

C

dωe−iω[t−(a−p)τ ]

(−2πi)ωa−p+1
.

Для простоты ограничимся вычислением интеграла по ω для t >
MbT0. Тогда все сгустки дают вклад в правую часть (1.45), а инте-
гралы вычисляются замыканием контура интегрирования в ниж-
нюю полуплоскость ω. В отличие от аналогичных выражений, по-
лученных в предыдущем параграфе, значение интеграла в (1.45)
определяется кратными полюсами подынтегрального выражения
в точках ω = 0. Простые вычисления приводят к результату

∫

C

dωe−iω[t−(a−p)τ ]

(−2πi)ωa−p+1
=

(−it)a−p

(a− p)!
.

Поэтому
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ξa(t) = e−iωxt
a∑

p=1

ξp(0)
(−itWλ[ωx])a−p

(a− p)!
. (1.46)

Неэкспоненциальное нарастание амплитуд когерентных колеба-
ний со временем является одной из наиболее характерных осо-
бенностей неустойчивостей прерывания пучка. Как видно из по-
лученного выражения, неустойчивость обусловлена резонансной
раскачкой колебаний позади идущих сгустков впереди идущими
и накоплением этой раскачки вдоль сгустка (в зарубежной лите-
ратуре такое накопление называют кумулятивным). Другой осо-
бенностью такой неустойчивости является зависимость характера
нарастаний колебаний от распределения начальных амплитуд ко-
лебаний сгустков в пучке.

1.3 Задачи к Лекции 1

1. Пусть n < N равноудаленных вдоль орбиты частиц пучка име-
ют в начальный момент равные отклонения b и нулевые скорости
радиальных колебаний. Считая частоты колебаний

1. равными;

2. распределенными согласно ωa = Ω + δa,2m∆− δa,2m+1∆, где
δa,b – символ Кронеккера, а Ω > ∆;

3. равномерно распределенными в интервале Ω±∆ (Ω À ∆) c
плотностью f(ω) = 1/(2∆)

вычислить амплитуды колебаний частиц.
2. Положим, что разброс частот бетатронных колебаний в пучке
создается разбросом частот обращения частиц ωx,a = ω0(pa)νx.
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Приняв, что распределение импульсов в пучке гауссово

f(p) =
1

σ
√

2π
exp

(
−(p− ps)2

2σ2

)
,

а частицы между собой не взаимодействуют, вычислить зависи-
мость дипольного момента пучка от времени. Объяснить отсут-
ствие эха в когерентном сигнале.
3. В рамках описанной модели изучить влияние запаздывания вза-
имодействия

Fx = N

∫ t

−∞
dt′k(t− t′)d(t′), k(t < 0) = 0

на устойчивость дипольных колебаний пучка.
4. На расстояниях, меньших радиуса вакуумной камеры, ионы
(заряда Qe) взаимодействуют по закону Кулона. В приближе-
нии сглаженной фокусировки изучить устойчивость малых верти-
кальных колебаний ионов при их эквидистантном распределении
вдоль орбиты (так называемый кристаллический пучок). Про-
дольное расстояние между ионами d = Π/N велико по сравнению
с их вертикальными отклонениями za (a = 1, . . . , N); разбросом
частот в ионном пучке пренебречь. Обсудить влияние модуляции
фокусировки на устойчивость такого пучка.

2 Когерентные колебания встречных пучков.

Одно из основных ограничений светимости установок с встреч-
ными пучками связано с возмущениями движения частиц полями
встречного сгустка. По принятой в отечественной литературе тер-
минологии этот многоплановый круг явлений сокращенно называ-
ют эффектами встречи. Они выражаются в появлении неустойчи-
вости колебаний индивидуальных частиц, либо сгустков в целом.
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Применим описанную в предыдущем параграфе модель для
изучения устойчивости дипольных когерентных колебаний встреч-
ных пучков (В.И. Балбеков, А.А. Коломенский 1967 [5]). Для упро-
щения расчетов мы примем, что пучки содержат по одному сгуст-
ку круглого сечения и что сгустки движутся в идентичных коль-
цах (геометрия таких столкновений схематически изображена на
Рис.3).

Мы также пренебре-
N1e1

N2e2

b

Рис. 3: К задаче о неустойчивости встреч-
ных пучков. Раз в период обращения пуч-
ки с зарядами N1e1 и N2e2 сталкиваются
в месте встречи с прицельным парамет-
ром b = d1 − d2, а затем разводятся по
своим кольцам.

жем разбросами частот
бетатронных колебаний
частиц из-за разброса
энергий и нелинейно-
сти фокусировки. Энер-
гию частиц считаем уль-
трарелятивистской (E =
γMc2, γ À 1). Попе-
речное электрическое
поле сгустка, движу-
щегося вдоль равновес-
ной орбиты со скоро-
стью v2 = {0,−c, 0} и
имеющего плотность

%(r, t) =
N

2πσ2
ρ(s + ct) exp

(
−x2 + z2

2σ2

)
, (2.1)

c ультрарелятивистской точностью определяется выражением:

E =
r
r
E, E =

2Ne2

σ2r
ρ(s + ct)

∫ r

0
drre−r2/2σ2

. (2.2)

После простого интегрирования получаем:

E = 2Ne2ρ(s + ct)
1− exp[−r2/(2σ2)]

r2
r. (2.3)
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С той же точностью магнитное поле сгустка равно

-6 -2 2 6 x/σ

Fx

Рис. 4: Зависимость (радиальной)
силы, возмущающей встречный пу-
чок, от поперечного смещения ча-
стицы. Плотность распределения по-
перечных координат во встречном
сгустке гауссова.

H = [v2 ×E]/c. (2.4)

Сила, действующая на ча-
стицы встречного сгустка,
движущегося со скоростью
v1 = {0, c, 0}, равна

F1,2 = e1(E + [v1 ×H]/c2),
' 2e1E (2.5)

= 4Ne1e2ρ(s + ct)

1− exp[−r2/(2σ2)]
r2

r.

Она линейна вблизи цен-
тра сгустка, однако при уве-
личении расстояния от цен-
тра она сначала проходит
максимум, а затем уменьшается пропорционально 1/r (см. так-
же на Рис.4). Как функция времени эта сила представляет собой
серию периодических, коротких толчков. Если сгустки движутся
в разных кольцах c частотой обращения ω0 каждый, то период
этих толчков равен 2π/ω0. При длине сгустков σs длительность
толчков есть δt = σ/(2c). Как и всякое другое, такое периодиче-
ское возмущение приводит к резонансным неустойчивостям как
некогерентных, так и когерентных колебаний пучка.

Если сгусток (2) совершает, скажем вертикальные, когерент-
ные колебания с дипольным моментом d2(t) так что

%(r, t) =
N

2πσ2
ρ(s + ct) exp

(
−x2 + (z − d2(t))2

2σ2

)
, (2.6)
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то возмущающие поля определяются уравнениями (2.2) и (2.4), в
которых аргумент z должен быть заменен на z − d2(t). При этом
для вертикальной проекции силы действующей на встречный сгу-
сток вместо (2.5) получим (r2 = x2 + (z − d2)2)

Fz = 4Ne1e2ρ(s + ct)
1− exp[−r2/(2σ2)]

r2
(z − d2(t)). (2.7)

Подставив это выражение в уравнения движения частиц, в линей-
ном приближении (r ¿ σ) получим:

z̈a1 + ω2
zza1 =

Fz

γM
' 2Ne1e2

σ2γM
(za1 − d2)ρ(sa(t) + ct). (2.8)

В связи с задачей об эффектах встречи в этом и аналогичных
уравнениях в качестве независимой переменной обычно использу-
ют обобщенный азимут θ = ω0t. Тогда, учитывая, что для частиц
1-го сгустка sa(t) = ct+sa, а ct ' R0θ, уравнение (2.8) может быть
переписано в виде:

z′′a1 + ν2
zza1 = sgn(e1e2)4Πξνz(za1 − d2)ρ(2R0θ + sa), (2.9)

где Π = 2πR0 – периметр орбиты, z′ = dz/dθ, а

ξ =
Ne2β0

4πpcσ2
, e2 = |e1e2|, β0 = R0/νz (2.10)

так называемый параметр пространственного заряда. Аналогич-
но, если дипольные колебания совершает сгусток (1), уравнение
для частиц второго сгустка (sa(t) = −ct+sa) записывается в виде:

z′′a2 + ν2
zza2 = sgn(e1e2)4Πξνz(za2 − d1)ρ(2R0θ − sa). (2.11)

Здесь, для простоты, положено ρ(s) = ρ(−s).
Также как и в уравнении (1.1) решения уравнений (2.9) и (2.11)

могут быть выражены через интегралы от дипольных моментов
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d1 и d2. Сами уравнения для d1 и d2 получаются суммированием
уравнений (2.9) либо (2.11):

d1,2 =
1
N

N∑

a=1

(za)1,2ρ(sa).

В результате приходим к уравнениям:

d′′1 + ν2
zd1 =sgn(e1e2)2ξνz(d1 − d2)K(θ),

d′′2 + ν2
zd2 =− sgn(e1e2)2ξνz(d1 − d2)K(θ), (2.12)

где

K(θ) = 2Π
∫ ∞

−∞
dsρ(s + ct)ρ(s− ct). (2.13)

Учитывая, что K(t) в (2.13) в действительности является перио-
дической функцией θ с периодом 2π, пишем

K =
∞∑

n=−∞
Kne−inθ, Kn =

∫ 2π

0

dθ

2π
K(θ)einθ. (2.14)

Распределение гармоник Kn по номерам зависит от ширин линей-
ных плотностей частиц в сталкивающихся сгустках. Если, напри-
мер,

ρ(s) =
exp[−s2/(2σ2

s)]√
2πσs

,

то вычисление интеграла в (2.13) даёт

K(θ) = 2Π
exp[−(ct)2/σ2

s ]
2πσs

∫ ∞

−∞
due−u2

,

или

K(θ) = 2π
exp[−(θ)2/σ2

φ]√
πσφ

, σφ = σs/R0.
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Тогда, для сгустков с длинами σs ¿ R0, имеем

Kn =
∫ 2π

0

dθ√
πσφ

exp

(
− θ2

σ2
φ

+ inθ

)

'
∫ ∞

−∞

dθ√
πσφ

exp

(
− θ2

σ2
φ

+ inθ

)

=exp[−(nσφ)2/4].

Поэтому для не очень высоких номеров гармоник (n ¿ R0/σs) ам-
плитуды Kn мало отличаются от единицы (Kn ' 1). Подстановка
этих выражений в (2.12) дает

d′′1 + ν2
zd1 =sgn(e1e2)2ξνz(d1 − d2)

∞∑
n=−∞

e−inθ,

d′′2 + ν2
zd2 =− sgn(e1e2)2ξνz(d1 − d2)

∞∑
n=−∞

e−inθ. (2.15)

Прежде чем решать уравнения (2.15) выясним физический смысл
входящего в них параметра ξ. Для этого запишем, например, урав-
нение (2.11) в виде:

z′′a2 + ν2
zza2 = sgn(e1e2)2ξνz



za2 − d1 + (za2 − d1)

∑

n6=0

e−inθ



 ,

или, если d1 = 0,

z′′a2 + (ν2
z + 2νzsgn(e1e2)ξ)za2 = sgn(e1e2)2ξνzza2

∑

n 6=0

e−inθ. (2.16)

В этом уравнении слагаемое в правой части описывает изменение
β-функции в месте встречи из-за полей встречного сгустка. Если
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это изменение пренебрежимо мало, что означает, что νz не близко
к целому, либо к полуцелому числу, то влияние поля встречного
сгустка в уравнении (2.16) сводится к сдвигу частоты бетатронных
колебаний на величину sgn(e1e2)ξ.

Для нахождения собственных частот когерентных колебаний
заметим, что уравнения (2.15) разделяют два вида решений. Так
называемая o-мода описывается суммой

X = d1 + d2. (2.17)

Она удовлетворяет однородному уравнению

X ′′ + ν2
zX = 0, (2.18)

а её собственные частоты (X ∝ e−iνθ) равны ν = ±νz и не зависят
от взаимодействия пучков.

Напротив, собственные частоты так называемой π-моды, ко-
торая описывается разностью

b = d1 − d2 (2.19)

и удовлетворяет уравнению

b′′ + ν2
z b = sgn(e1e2)4ξνzb

∞∑
n=−∞

e−inθ, (2.20)

существенно определяются взаимодействием пучков. Решение урав-
нения (2.20) ищем в виде:

b = exp(−iνθ)
∞∑

n=−∞
bneinθ. (2.21)

Подстановка этого выражения в (2.20) дает коэффициенты bn

bn = sgn(e1e2)ξ
4νz

ν2
z − (ν − n)2

∞∑

k=−∞
bk. (2.22)
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Суммированием этих уравнений получаем дисперсионное уравне-
ние для нахождения собственных частот колебаний:

1 = sgn(e1e2)ξ
∞∑

n=−∞

4νz

ν2
z − (ν − n)2

. (2.23)

Вычисление ряда в (2.23) позволяет преобразовать это уравнение
к виду

cos 2πν = cos 2πνz + 4πsgn(e1e2)ξ sin 2πνz. (2.24)

При этом, требование | cos 2πν| ≤ 1 определяет границу области

0.00 0.25 0.50
νz

0.00

0.25

0.50

ξth

Рис. 5: Граница области устойчивости некогерентных (верхняя
линия) и когерентных (нижняя линия) колебаний встречных пуч-
ков. Колебания неустойчивы выше граничной кривой. При увели-
чении νz кривые повторяются с периодом 1/2.

устойчивости в плоскости (ξ, νz) (см. на Рис.5). Если величина
ξ мала, так что рабочая точка (νz) не близка к границе области
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устойчивости, уравнение (2.24) позволяет вычислить когерентный
сдвиг частоты (ν = νz + δν, |δν| ¿ νz). Поскольку при этом

cos 2πν ' cos 2πνz − 2πδν sin 2πνz,

из (2.24) получаем
δν ' −2sgn(e1e2)ξ. (2.25)

Отметим, что это значение вдвое больше сдвига частоты некоге-
рентных колебаний.

Решение дисперсионного уравнения особенно упрощается, ес-
ли νz близко к какому-либо из резонансных значений (νz = k, или
νz = k + 1/2). Пусть, например, νz ' k. Тогда, отбирая в (2.23)
резонансные слагаемые (n = k и n = −k), пишем:

1 = sgn(e1e2)4ξνz
1

2νz

(
1

∆− ν
+

1
∆ + ν

)
, ∆ = νz − k,

или
1 = −4∆sgn(e1e2)ξ

ν2 −∆2
. (2.26)

Отсюда получаем

ν = ±
√

∆2 − 4∆sgn(e1e2)ξ. (2.27)

При sgn(e1e2) < 0 (электрон-позитронные, либо протон-антипротонные
встречные пучки) неустойчивые решения возможны внутри поло-
сы

− 4ξ ≤ ∆ ≤ 0. (2.28)

Величина инкремента колебаний максимальна в центре полосы
неустойчивости (∆ = −2ξ), где

Imνmax = 2ξ. (2.29)
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Вне этой запрещенной полосы когерентные колебания пучков не
нарастают. При неустойчивости дипольных колебаний пучков све-
тимость установки уменьшается как

L =
N2

4πσ2T0
exp

(
− b2

4σ2

)
, (2.30)

где T0 = ω0/2π. По этой причине рабочая точка накопителя (νz,
νx), вообще говоря, не должна попадать в полосы (2.28) под целы-
ми и полуцелыми резонансами. В действительности, нелинейная
(и убывающая на больших амплитудах колебаний) зависимость
отклоняющей силы от b приводит к тому, что внутри запрещен-
ной полосы экспоненциальное нарастание отклонений частиц сме-
няется колебаниями b вблизи некоторого стационарного значения
bs. При малых расстройках от резонанса |∆| ¿ ξ, по порядку
величины bs ∼

√
ξ/|∆| À σ. В таких условиях основной вклад

в светимость дают области фаз бетатронных колебаний порядка
∆ψ ∼ σ/bs, что при возбуждении одномерных когерентных ко-
лебаний приводит к асимптотическому уменьшению светимости
установки пропорционально L ∝ σ/bs ∝

√
|∆|/ξ.

2.1 Задачи к Лекции 2

1. Для компенсации некогерент-
Ne

-Ne

-Ne

Ne

ных эффектов встречи предлагалось
сталкивать пучки парами, которые при
идеальном совмещении пучков име-
ют нулевой пространственный заряд
(см. рисунок к задаче). Такие схемы
получили название схем с компенси-

рованными встречными пучками. Найти условия устойчивости
дипольных когерентных колебаний компенсированных встречных
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пучков. Проанализировать отличия границ области устойчивости
компенсированных и некомпенсированных встречных пучков.

2. Встречные пучки в месте встре-
-Ne Ne

π − 2α

чи пересекаются под углом 2α По-
скольку электрическое поле реляти-
вистского сгустка направлено попе-
рек его скорости, при таком пересече-
нии частицы испытывают удар как в
поперечном, так и в продольном направлениях. Вычислить усло-
вие устойчивости дипольных когерентных колебаний коротких,
одинаковых сгустков электронов и позитронов вблизи синхробе-
татронных резонансов νx ± νc = n, νc – безразмерная частота
синхротронных колебаний. Поперечное сечение сгустков считать
круглым.

3. Спектры колебаний встречных пучков можно изучать, рас-
качивая колебания сгустка в одном кольце и измеряя колебания
сгустка во втором (см. рисунок к задаче).

Вычислить резонансную кри-

(Ne)1

(Ne)2

p-u

вую колебаний встречных пучков;
качественно проанализировать вли-
яние нелинейности поля встреч-
ного сгустка на форму резонанс-
ной кривой.

3 Неустойчивость отрицательной массы.

Более полное представление о свойствах когерентных колебаний
пучка получается прямым решением уравнений Власова. Мы нач-
нем с рассмотрения наиболее простых задач – об устойчивости
продольных когерентных колебаний несгруппированного пучка.
Эти задачи имеют практическое значение для накопителей про-
тонов или антипротонов. В методическом отношении их ценность
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определяется возможностью проведения вычислений до конца.
В большинстве задач об устойчивости продольных когерент-

ных колебаний фазовое пространство двумерно. Поэтому f(∆p, θ, t).
Если пучок однороден по азимуту, чему соответствует f = f(∆p),
то ∆p сохраняется, а θ = ω0(p)t + φ. Когерентные колебания про-
являются в азимутальной модуляции линейной плотности пучка

f = f0(∆p) + δf(∆p, θ, t). (3.1)

Действие на частицы продольных полей (E(θ, t)), наводимых до-
бавкой δf , в силу уравнений движения

∆̇p = eE, θ̇ = ω0 (3.2)

может приводить к группировке пучка. Начальная стадия этого
процесса будет выражаться в неустойчивости колебаний (δf).

В частности, такая неустойчивость может быть обусловлена
кулоновским расталкиванием частиц, если их энергии превышают
критическую энергию машины (так называемая неустойчивость
отрицательной массы; А.А. Коломенский и А.Н. Лебедев 1958 г.
[6]). В этой области эффективная масса фазового движения ча-
стиц (dω0/dp) отрицательна. По этой причине расталкивание ча-
стиц может приводить нарастанию в пучке начальных азимуталь-
ных неоднородностей.

В отсутствии столкновений (стохастических процессов) эволю-
ция f описывается уравнением Власова

∂f

∂t
+ ω0(p)

∂f

∂θ
+ eE(θ, t)

∂f

∂∆p
= 0. (3.3)

Предполагая, что f0 À |δf |, линеаризуем (3.3) по δf . В результате
получим

∂δf

∂t
+ ω0

∂δf

∂θ
+ eE

∂f0

∂∆p
= 0. (3.4)
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Поскольку f0 не зависит от азимута, решение (3.4) ищем в виде

δf =
∑

n

fn(∆p)einθ−iωt. (3.5)

Это дает следующие уравнения для коэффициентов fn

i(ω − nω0)fn = eEn(ω)
∂f0

∂∆p
. (3.6)

Для вычисления гармоник поля En(ω) необходимо воспользовать-
ся уравнениями Максвелла. Строго говоря, вакуумная камера на-
копителя представляет для пучка волновод. Вместе с тем, для
большей части частот из спектра колебаний пучка этот волновод
- закритичный, то-есть колебания пучка не сопровождаются излу-
чением (см. также в Приложении ??). Поскольку ниже мы будем
интересоваться лишь такими низкочастотными гармониками, для
вычисления полей пучка мы можем воспользоваться следующим
приёмом.

Предположим, что стенки камеры обладают идеальной прово-
димостью, а также пренебрежем кривизной траектории частиц.
Кроме того, мы также предположим, что вакуумная камера и пу-
чок представляют собой цилиндры радиуса l⊥ и a, соответственно,
и что частицы равномерно распределены внутри радиуса a

f(r⊥,∆p) =
f(∆p)
πa2

{
1, r ≤ a,
0, r > a.

(3.7)

В этих предположениях для вычисления гармоник E мы можем
воспользоваться законом Фарадея:

∮
dlEω =

iω

c

∫
dΣHω, ω = nωs. (3.8)

Контур интегрирования l и окружаемая им поверхность Σ показа-
ны на Рис.6. В цилиндрической системе координат (r, φ, z) с осью
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s s + ∆s

Σ l

Рис. 6: К расчету полей пуч-
ка для неустойчивости отри-
цательной массы

z направленной вдоль оси камеры уравнение (3.8) записывается в
виде

∆s[E(ω)−Ew(ω)] +
∫ l⊥

0
dr[Er(r, s + ∆s)− Er(r, s)] =

=
inω0

c
∆s

∫ l⊥

0
drHφ(r, s),

или, после перехода к азимутальным гармоникам

En(ω) = Ew(ω)− in

R0

∫ l⊥

0
drEr,n +

invs

R0c

∫ l⊥

0
drHφ,n(r). (3.9)

На поверхности камеры с идеальной проводимостью стенок имеем
Ew

n (ω) = 0. Компоненты же Er and Hφ для длинноволновых коле-
баний вычисляются с использованием законов Гаусса и Ампера:

Hφ(n, ω) =
vs

c
Er(n, ω),

Er(n, ω) =
Neρn(ω)

a2Π

{
r, r ≤ a,
a2/r, r > a .

Подстановка этих выражений в (3.9) позволяет выразить En через
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гармоники линейной плотности пучка ρn(ω)

En(ω) = − iNne

ΠR0γ2
[2 ln(l⊥/a) + 1] ρn(ω),

ρn(ω) =
∫ ∞

−∞
d∆pfn(∆p).

(3.10)

Таким образом, с учетом (3.10) уравнение (3.6) может быть пре-
образовано в однородное интегральное уравнение, определяющее
собственные частоты и моды колебаний:

(ω − nω0(∆p))fn = − Nne2

ΠR0γ2
[2 ln(l⊥/a) + 1]

∂f0

∂∆p
ρn(ω). (3.11)

Решение уравнения (3.11) с точностью до произвольного множи-
теля (C) записывается в виде

fn = C
∂f0/∂∆p

ω − nω0(∆p)
. (3.12)

Подстановка этого решения в (3.11) дает дисперсионное уравнение

1 = − Nne2

ΠR0γ2
[2 ln(l⊥/a) + 1]

∫ ∞

−∞
d∆p

∂f0/∂∆p

ω − nω0(∆p)
. (3.13)

Решение (3.13) в общем случае требует привлечения численных
методов. Мы рассмотрим несколько примеров, когда оно может
быть решено точно. Пусть сначала f0 = δ(∆p) (монохроматиче-
ский пучок). Выполнение в (3.13) интегрирования с учетом свойств
δ-функции приводит к квадратному уравнению (ω′0 = dω0/dp)

(ω − nω0)2 = Ω2
n, Ω2

n = n2 Ne2ω′0
ΠR0γ2

[2 ln(l⊥/a) + 1] . (3.14)

Отсюда видно, что колебания неустойчивы (ω2 < 0) при ω′0 < 0,
то-есть когда эффективная масса продольного движения отрица-
тельна.
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Неустойчивость отрицательной массы может стабилизировать-
ся разбросом частот обращения в пучке. Чтобы убедиться в этом
рассмотрим случай, когда f0 есть лоренцево распределение

f0 =
1
π

∆
∆p2 + ∆2

. (3.15)

При этом (∆ωn = ω − nω0)
∫ ∞

−∞

d∆p∂f0/∂∆p

ω − nω0(∆p)
= −nω′0

π

∫ ∞

−∞

∆
∆p2 + ∆2

d∆p

(∆ωn − nω′0∆p)2
.

(3.16)
Поскольку Imω > 0, интеграл в (3.16) наиболее просто вычисля-

-i∆

i∆

∆ωn /nω'0

Рис. 7: Контур интегриро-
вания для вычисления инте-
грала в уравнении (3.16).

ется замыканием контура интегрирования в нижнюю полуплос-
кость комплексной переменной ∆p (Рис.7). После этого вычис-
ление вычета в полюсе ∆p = −i∆ приводит к дисперсионному
уравнению

1 =
Ω2

n

(∆ω + i|n|δω)2
, δω = |ω′0|∆. (3.17)

Поскольку теперь

∆ωn = −i|n|δω ±
√

Ω2
n, (3.18)
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колебания могут стать неустойчивыми лишь в том случае, когда
ток пучка превысит пороговое значение

N ≤ Nth =
Πγ2pv

e2|αp|
(

∆p

p

)2

, αp =
1
γ2
− α. (3.19)

Отметим, что пороговый ток неустойчивости отрицательной мас-
сы не зависит от номера гармоники n.

3.1 Задачи к Лекции 3

1. Пренебрегая взаимодействием частиц, вычислить зависимости
от времени гармоник линейной плотности пучка для следующих
функций распределения

f(θ, ∆p) = δ(θ)
∆/π

∆2 + ∆p2
;

f(θ, ∆p) =
δ(θ)
2∆





1, |∆p| ≤ ∆,

0, |∆p| > ∆;

f(θ, ∆p) =
δ(θ)

(2π)1/2∆
exp

(
−∆p2

2∆2

)
.

2. Пользуясь приближением локального наведенного поля, урав-
нением Власова и уравнениями Максвелла найти дисперсионное
уравнение неустойчивости отрицательной массы, не предполагая
малость радиуса пучка по сравнению с радиусом вакуумной ка-
меры.
3. Приняв, что распределение импульсов в пучке гауссово

f(∆p) =
1

(2π)1/2∆
exp

(
−∆p2

2∆2

)
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вычислить инкремент неустойчивости отрицательной массы в над-
пороговой области. Построить зависимость инкремента от числа
частиц в пучке.
4. Установить, что охлаждение несгруппированного пучка не вли-
яет на величину порогового тока неустойчивости отрицательной
массы. Почему?
5. Предположим, что на замкнутой орбите, на азимуте θ = 0 рас-
положен ускоряющий зазор, в котором возбуждено ВЧ-поле

E(θ, t) = δ(θ)V sinΩt/R0.

Если величина напряже-
ния V невелика, то изме-
ряя интегральным пикап-
электродом вынужденные
колебания линейной плот-
ности пучка (см. рисунок),
можно изучать его спек-
тральные свойства. Пред-
полагая, что пучок взаимо-
действует с гладкой, иде-
ально проводящей вакуум-
ной камерой,

Ne

p-u

Vsin(Ωt)

вычис-
лить резонансную кривую продольных когерентных колебаний.

4 Импедансы связи.

Простота описания неустойчивости отрицательной массы в значи-
тельной степени обусловлена возможностью записать связь гар-
моник En и линейной плотности ρn соотношением (3.10). В более
общем случае возможность применения аналогичного описания
наведенных пучком полей связана с использованием ряда пред-
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положений. Не вдаваясь пока в обоснованность этих предположе-
ний, мы можем принять, что при прохождении какого-либо эле-
мента камеры действующие на пучок поля определяются разно-
стью потенциалов на входе и выходе пучка из этого элемента. Ес-
ли обозначить через Un(ω) гармонику этой разности потенциалов
и учесть, что гармоники тока пучка равны

jn(ω) = Neω0

∫ ∞

−∞
d∆pfn(ω,∆p), (4.1)

то используя аналогию с теорией цепей, мы можем записать

Un(ω) = −Zn(ω)jn(ω). (4.2)

Входящий в это соотношение коэффициент Zn(ω) называется им-
педансом связи пучка с окружающими электродами. Посредством
n он описывает локализацию наведенных пучком полей, а посред-
ством ω – зависимость этих полей от времени. Поскольку при ре-
шении задач об устойчивости когерентных колебаний мы обычно
имеем дело с СВЧ-полями, импеданс Zn(ω) вообще зависит от
траектории пучка в месте расположения электродов. Концепту-
альная ценность использования импедансов связи в теории коге-
рентных колебаний обусловлена упрощением описания наведен-
ных полей, а также возможностью их вычисления (например, с
использованием теории цепей), или измерения.

В силу принципа причинности величина Zn(ω) в (4.2) являет-
ся аналитической функцией в верхней полуплоскости комплекс-
ной переменной ω. Если она достаточно быстро спадает при |ω| →
∞, то на действительной оси ω действительная и мнимая части
Zn(ω) = Z ′n(ω)+ iZ ′′n(ω) удовлетворяют дисперсионным соотноше-
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ниям

Z ′n(ω) =
1
π
−
∫ ∞

−∞

dω′

ω′ − ω
Z ′′n(ω′),

Z ′′n(ω) =− 1
π
−
∫ ∞

−∞

dω′

ω′ − ω
Z ′n(ω′). (4.3)

Здесь перечеркнутый символ интеграла означает его вычисление
в смысле главного значения:

−
∫ ∞

−∞

dω′

ω′ − ω
[. . .] = lim

η→0

(∫ ω−η

−∞
+

∫ ∞

ω+η

)
dω′

ω′ − ω
[. . .].

Поскольку

Zn(t) =
∫ ∞

−∞

dω

2π
Zn(ω)e−iωt

является действительной величиной, реальная часть Zn(ω) явля-
ется четной, а мнимая нечетной функцией ω на действительной
оси:

Z ′n(ω) = Z ′n(−ω), Z ′′n(ω) = −Z ′′n(−ω). (4.4)

Для пассивных систем Z ′n(0) > 0. Тогда из (4.3) можно, например,
получить неравенство

∫ ∞

0

dωZ ′′n(ω)
ω

> 0. (4.5)

Коль скоро нам известно "ускоряющее напряжение"Un(ω), мы
можем воспользоваться обычным соотношением теории ускоре-
ния частиц:

En(ω) =
Un(ω)

Π
,

или
En(ω) = −Neω0Zn(ω)

Π

∫ ∞

−∞
d∆pfn(ω, ∆p). (4.6)
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Для получения дисперсионного уравнения теперь достаточно под-
ставить (4.6) в (3.6). В методическом плане, однако, лучше начать
с уравнения (3.4) и повторить некоторые вычисления предыдуще-
го раздела. Как и раньше, пишем

δf(∆p, θ, t) =
∞∑

n=−∞
fn(∆p, t)einθ, (4.7)

что в силу (3.4) даёт

∂fn

∂t
+ inω0(∆p)fn + eEn

∂f0

∂∆p
= 0. (4.8)

Умножением обеих частей этого уравнения на eiωt и интегрирова-
нием по t от 0 до ∞ преобразуем его в уравнение для гармоник
fn(ω,∆p). При этом учтём, что

∫ ∞

0
dteiωt ∂fn

∂t
= −f (0)

n (∆p)− iωfn(ω,∆p), Imω > 0,

где величины f
(0)
n (∆p) задают начальные значения амплитуд ко-

лебаний. В результате уравнения для fn(ω,∆p) принимают вид

fn(ω, ∆p) =
if

(0)
n (∆p)

ω − nω0(∆p)
− ieEn(ω)

∂f0/∂∆p

ω − nω0(∆p)
. (4.9)

В отличие от (3.6) уравнение (4.9) представляет собой неоднород-
ное интегральное уравнение. Его решения могут использоваться
как для нахождения спектра колебаний, так и для описания эво-
люции начальных состояний (при выполнении, конечно, условия
f0 À |δf |). Подставив fn(ω,∆p) в (4.6), получим уравнение для
амплитуд поля

En(ω)εn(ω) = E(0)
n (ω), (4.10)
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где

E(0)
n (ω) = −i

Neω0Zn(ω)
Π

∫ ∞

−∞
d∆p

f
(0)
n (∆p)

ω − nω0(∆p)
, (4.11)

а

εn(ω) = 1 +
Ω2

n

nω′0

∫ ∞

−∞
d∆p

∂f0/∂∆p

ω − nω0(∆p)
(4.12)

и

Ω2
n = n2 Ne2ω0ω

′
0

Π

(−iZn(ω)
n

)
. (4.13)

Поскольку введенная в (4.11) величина E
(0)
n (ω) представляет со-

бой наведенное поле пучка, вычисленное в пренебрежении кол-
лективным движением, соотношение (4.10) описывает уменьше-
ние поля пучка его коллективной реакцией. Аналогично, если
бы мы учли в уравнении (4.9) действие на пучок внешнего поля
((En(ω))ext), то при нулевых начальных условиях мы получили
бы соотношение

En(ω) =
[En(ω)]ext

εn(ω)
.

Эти соображения позволяют интерпретировать введенную в (4.12)
величину εn(ω) как диэлектрическую постоянную пучка.

Как и прежде, собственные частоты колебаний определяются
решением однородной части уравнения (4.9). Это позволяет запи-
сать дисперсионное уравнение в виде:

εn(ω) = 0. (4.14)

Для выяснения физического смысла введённой в (4.13) величины
Ω2

n положим f0 = δ(∆p). Для такого распределения дисперсион-
ное уравнение переписывается в виде

ω = nω0 ±
√

Ω2
n. (4.15)
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Кроме того, примем, что Zn(ω) = iYn и не зависит от ω . Такой
случай реализуется, например, для неустойчивости отрицатель-
ной массы, когда, как это видно из (3.10),

−iZn(ω)
n

=
1

vγ2
[2 ln(l⊥/a) + 1]. (4.16)

Как видно из (4.15), в этом случае колебания будут устойчивы
(ω2 > 0) при выполнении условия

ω′0Yn/n > 0, (4.17)

а уравнение (4.15) определяет когерентный сдвиг частоты (∆ωn =
ω − nω0) относительно гармоник nω0. Выражение (4.12) опре-

Re(p)

Im(p)

0

∆p = ∆ωn/(ndω0/dp)

C

Рис. 8: Изменение конту-
ра интегрирования (C) в
уравнении (4.12) при изме-
нении знака Imω. При дви-
жении ∆ω в нижнюю по-
луплоскость и после пересе-
чения полюсом действитель-
ной оси контур интегрирова-
ния деформируется так, что-
бы полюс находился выше
контура C.

деляет значение диэлектрической проницаемости пучка (εn(ω))
лишь в верхней полуплоскости комплексной переменной ω. Для
вычисления εn(ω) в области Imω < 0 следует аналитически про-
должить (4.12) в нижнюю полуплоскость комплексной перемен-
ной ω. Это достигается такой деформацией контура интегрирова-
ния по ∆p, чтобы особенность подынтегрального выражения при
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nω′0∆p = ∆ωn обходилась снизу (см. на Рис.8). В результате, вме-
сто (4.12) получаем

εn(ω) =1 +
∫ ∞

−∞

dνg(ν)
∆ωn − ν

− 2πig(∆ωn),

g(ν) =
Ω2

n

nω′0

∫ ∞

−∞
d∆p

∂f0

∂∆p
δ(ν − nω′0∆p). (4.18)

Если функция распределения f0 имеет полюсы (например, рас-
пределение Лоренца), то при аналитическом продолжении контур
интегрирования не должен пересекать этих полюсов. Это приво-
дит к появлению полюсных особенностей у εn(ω).

Характер решений дисперсионного уравнения (4.14) существен-
но зависит от характера зависимости импеданса Zn от ω, а также
от соотношения величины когерентного сдвига (|Ω2

n|) и частоты
обращения. По причинам, которые мы обсудим позднее, обычно
принимают |Ωn| ¿ ω0. Тогда можно указать два важных слу-
чая, когда исследование решений (4.14) существенно упрощает-
ся. Это, во первых, случай взаимодействия пучка с низкодоброт-
ным окружением, когда при решении (4.14) в Zn(ω) можно пре-
небречь отличием ω от nω0. Во вторых, это случай резонансного
взаимодействия, когда наоборот зависимость Zn от ∆ωn является
одной из наиболее существенных. Если характеризовать доброт-
ность элемента величиной декремента затухания λk, то случаю
резонансного взаимодействия соответствует область параметров,
где |Ωn(nω0)| À λk.

Рассмотрим более подробно нерезонансный случай. В соответ-
ствии со сказанным мы заменим ω в аргументе Zn(ω) на nω0 и по-
тому ниже вместо Zn(ω) будем писать Zn. Поскольку Zn обычно
является комплексной величиной, для δ-образного распределения
согласно (4.15) одна из мод колебаний оказывается неустойчивой.
Это неустойчивость будет подавляться разбросом частот в пучке
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(затуханием Ландау), если

1 >

∣∣∣∣
Ω2

n

nω′0

∫ ∞

−∞
d∆p

∂f0/∂∆p

∆ωn − nω′0∆p

∣∣∣∣ . (4.19)

Для колоколообразных распределений с шириной ∆ (f ′0 ∝ ∆p/∆,
при |∆p| ¿ ∆) мы можем оценить интеграл в правой части (4.19)
следующим образом. Поскольку

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
d∆p

∂f0/∂∆p

∆ωn − nω′0∆p

∣∣∣∣ =

=
∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
d∆p

∂f0

∂∆p

∫ ∞

0
dseis(∆ωn−nω′0∆p)

∣∣∣∣ , Imω > 0,

пишем
∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
d∆p

∂f0/∂∆p

∆ωn − nω′0∆p

∣∣∣∣

≤ lim
δ→0

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
d∆p

∂f0

∂∆p

∫ ∞

0
dse−is(nω′0∆p−iδ)

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣

1
nω′0

∫ ∞

−∞
d∆p

∂f0/∂∆p

∆p

∣∣∣∣ (4.20)

Определив теперь разброс импульсов в пучке (∆) равенством
∫ ∞

−∞
d∆p

∂f0/∂∆p

∆p
=

1
∆2

,

мы можем переписать неравенство (4.20) в виде (δω = |ω′0|∆)
∣∣∣∣
Ω2

n

nω′0

∫ ∞

−∞

d∆p∂f0/∂∆p

∆ωn − nω′0∆p

∣∣∣∣ ≤
|Ω2

n|
n2δω

.
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Таким образом, неравенство (4.19) будет заведомо справедливо
при выполнении более слабого неравенства:

|Ω2
n| ≤ (nδω)2, (4.21)

или

|Zn/n| ≤ pv|αp|
eIb

∆2

p2
, (4.22)

Ib =
Neω0

2π
, αp =

1
γ2
− α.

Это упрощенное условие устойчивости носит название Z/n-критерия
(или критерия Кайла-Шнелля [7]). Отметим, что согласно (4.22)
пороговые значения импеданса (либо тока пучка Ib) квадратично
зависят от разброса импульсов в пучке ∆ и прямо пропорциональ-
но расстоянию до критической энергии кольца.

Вычисление корней уравнения (4.14) обычно затруднено. К то-
му же для приложений часто важно знать не сами корни, а усло-
вия, когда это уравнение вообще не имеет корней в верхней по-
луплоскости ω. Последняя задача решается построением границы
области устойчивости, то-есть кривой в плоскости (ReΩ2

n, ImΩ2
n),

либо (Z ′n, Z ′′n), отделяющей область, содержащую неустойчивые
решения, от области, несодержащей неустойчивых решений. Та-
кая кривая получается непосредственно из уравнения (4.12) устрем-
лением ω к действительной оси:

1
Ω2

n

= − 1
nω′0

∫ ∞

−∞
d∆p

∂f0/∂∆p

∆ωn − nω′0∆p + i0
,

или, нормируя Ωn на разброс частот в пучке,

1
ζ

= −P(∆ωn) + iJ(∆ωn), ζ =
Ω2

n

n2δω2
. (4.23)
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Здесь

P(∆ωn) =nω′0∆
2 −
∫ ∞

−∞
d∆p

∂f0/∂∆p

∆ωn − nω′0∆p
,

J(∆ωn) =πnω′0∆
2

∫ ∞

−∞
d∆p

∂f0

∂∆p
δ(∆ωn − nω′0∆p). (4.24)

Отделив в (4.23) действительную и мнимую части (ζ = ζ ′ + iζ ′′),
получим

ζ ′ =− P(∆ωn)
P2(∆ωn) + J2(∆ωn)

,

ζ ′′ =− J(∆ωn)
P2(∆ωn) + J2(∆ωn)

. (4.25)

Учитывая, что P(0) = 1, а J(0) = 0, а также, что (Рис.9)

0 1 2 3 4
∆ωn/n∆ω

-0.8

-0.4

0.0

0.4

J(∆ωn)

P(∆ωn)

Рис. 9: Зависимости функ-
ций P и J в уравнении 4.24
от частоты (∆ωn). Распре-
деление импульсов в пучке
гауссово.

P(∆ωn) ' n2δω

∆ω2
n

À |J(∆ωn)|, |∆ωn| À δω,
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0 2 4 6 8
Re(ζ)

-2

0

2

Im
(ζ ) Z/n Stable

Рис. 10: Граница области
устойчивости продоль-
ных когерентных колеба-
ний несгруппированного
пучка. Распределение им-
пульсов в пучке гауссово.
ζ = Ω2

n/(n∆ω)2.

находим, что вся граничная кривая (4.25) расположена справа от
вертикальной прямой ζ ′ = −1 (Рис.10).

Положение области устойчивости относительно граничной кри-
вой можно установить вычислением декрементов колебаний в око-
лопороговой области. Для этого заметим, что прямо на пороге
неустойчивости дисперсионное уравнение (ε(N,∆ωn) = 0) опреде-
ляет значения когерентного сдвига частоты (∆ωth) и порогового
числа частиц в пучке (Nth). Разлагая ε в околопороговой области
в ряд по степеням отклонений ∆N = N −Nth и x = ∆ωn −∆ωth,
получим приближенное уравнение

(
∂ε

∂N

)

th

∆N +
(

∂ε

∂ω

)

th

x = 0, |∆N | ¿ Nth, |x| ¿ |∆ωth|.
(4.26)

Учитывая, что на пороге неустойчивости
(

∂ε

∂N

)

th

= − 1
Nth

перепишем уравнение (4.26) в виде

−∆N

Nth
+ x

(
∂ε

∂ω

)

th

= 0.
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Таким образом,

x =
∆N

Nth

1(
∂ε

∂ω

)

th

, (4.27)

а декремент колебания равен (ε = ε′ + iε′′)

δ = −Imx = −
(

1− N

Nth

)
(∂ε′′/∂ω)th

|(∂ε/∂ω)th|2 . (4.28)

Положение области устойчивости указывается выполнением усло-
вия δ > 0.

4.1 Задачи к Лекции 4

1. Пользуясь граничным условием Леонтовича вычислить поправ-
ку к импедансу гладкой идеально проводящей вакуумной камеры
круглого сечения.
2. Показать, что границей области устойчивости для лоренцева
распределения импульсов в пучке

f(∆p) =
∆/π

∆2 + ∆p2

является парабола.
3. Прямоугольное распределение импульсов в пучке может моде-
лироваться выражением (см. Рис. к задаче)

f =
1

2π∆

[
arctan

(
∆p + ∆

δ

)
− arctan

(
∆p−∆

δ

)]

Найти уравнение границы области устойчивости для такого рас-
пределения; проанализировать изменение формы граничной кри-
вой при уменьшении ширины δ; вычислить декременты затухания
Ландау.
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∆p/∆

f(∆p)

К задаче 3.

4. Построить границу области устойчивости для пучка, связанно-
го с вакуумной камерой посредством импеданса

Z = inZ0 +
dZ1

d∆p
∆p.

Распределение импульсов в пучке гауссово

f(∆p) =
1

(2π)1/2σ
exp

(
−∆p2

2σ

)
.

Проанализировать спектр когерентных колебаний монохромати-
ческого пучка.
5. Когерентные колебания в том числе и несгруппированного пуч-
ка можно подавлять с помощью систем обратной связи. Пример
такой системы для подавления продольных колебаний изображен
на рисунке. С пикап-электрода, расположенного в месте с нену-
левой дисперсионной функцией когерентный сигнал, пропорцио-
нальный
радиальному дипольному моменту пучка, через широкополосный
усилитель подается на ускоряющий зазор, расположенный в месте
с нулевой дисперсионной функцией. Считая, что Фурье-гармоники
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ускоряющего напряжения равны

Eω(θ) = −δ(θ − θk)κ(ω)
∫ ∞

−∞
d∆p∆pfω(∆p, θ = 0)

и что κ(ω) = κeiωτ , а время задержки в цепи обратной связи вы-
брано так, что θk = ωsτ , получить условия устойчивости продоль-
ных когерентных колебаний несгруппированного пучка. Здесь θk

азимутальное расстояние между пикап станцией и ускоряющим
зазором. Влиянием разброса частот пренебречь.
6. Импеданс связи пучка с резонатором

κ(ω)
p-u

Ne

Рис. 11: К задаче 5.

определяется выражением

Z(ω) =
Zk

1 + iQk

(
ωk

ω
− ω

ωk

) ,

где Zk так называемое шунтовое сопро-
тивление резонатора, ωk – резонансная
частота, а Qk – добротность резонато-
ра. Выяснить условия устойчивости вы-
соких (n > ωk/ω0) и низких (n < ωk/ω0)
гармоник монохроматического пучка, взаимодействующего с та-
ким резонатором. Объяснить различие условий устойчивости.

5 Общее интегральное уравнение

Перейдём к построению общей теории когерентных колебаний пуч-
ка в накопителе (Я.С. Дербенев, Н.С. Диканский 1969 [8]). Для
простоты мы подробно рассмотрим случай, когда когерентные ко-
лебания развиваются намного быстрее стохастических процессов.
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Как уже говорилось, в этих условиях эволюция функции распре-
деления пучка подчиняется уравнению Власова:

∂f

∂t
+ [H, f ] = 0, (5.1)

где
H = H0 − L = H0 − 1

c
vA + eA0, (5.2)

H0 гамильтониан, описывающий невозмущенные колебания ча-
стиц вблизи замкнутой орбиты, а A и A0 соответственно вектор-
ный и скалярный потенциалы наведенных полей:

E = −1
c

∂A
∂t

−∇A0, H = rotA.

Для определенности будем считать, что потенциалы удовлетворя-
ют калибровочному условию Лоренца

divA +
1
c

∂A0

∂t
= 0.

Тогда уравнения для потенциалов записываются в виде
(

∆− 1
c2

∂2

∂t2

)
A0(r, t) = −4πNe

∫
d3pf, (5.3)

(
∆− 1

c2

∂2

∂t2

)
A(r, t) = −4πNe

∫
d3p

v
c
f.
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В наиболее общем случае невозмущенные колебания частиц вбли-
зи плоской, замкнутой орбиты описываются уравнениями:

x = xb + η(θ)
∆p

p
, p⊥ =

ps

R0

dr⊥
dθ

, ∆p = p− ps,

(xb, z) =
√

Jβ(θ) cos(ψ + χ(θ))|α,
dχα

dθ
+ να =

R0

βα
,

ψ̇α = ωα = ω0(p)να(p, a2), θ = θs + φ + θb,

θb =
1

R2
0

(
η
dxb

dθ
− xb

dη

dθ

)
,

φ̇ = ω′0∆p = ω0αp∆p/ps, αp = 1/γ2 − 1/γ2
tr,

Iα =
psJα

2
, α = x, z.

(5.4)

Эти соотношения являются решениями уравнений движения, ге-
нерируемых следующим гамильтонианом:

H0 = R0

[
p2

x + p2
z

2ps
+

∆p2

2γ2ps

]
(5.5)

+ps

[
gx(θ)x2 + gz(θ)z2

2R0

]
− R0

R(θ)
∆px,

где gx и gz - коэффициенты жесткости горизонтальных и верти-
кальных бетатронных колебаний. Для сгруппированных пучков
(5.4) должны быть дополнены уравнениями, описывающими син-
хротронные колебания:

φ = ϕ cosψc, ∆p = − ωc

|ω′0|
ϕ sinψc, (5.6)

ψ̇c = ωcsgn(ω′0), Ic = R0
ωcϕ

2

2|ω′0|
.

Уравнения (5.4) и (5.6) осуществляют каноническое преобразова-
ние от переменных P, r к переменным действие–фаза невозмущен-
ных колебаний:

Iα = Iα(P, r, t), ψα = ψα(P, r, t).
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После такого преобразования гамильтониан H0 не зависит от фаз
ψα, что позволяет записать уравнения движения невозмущенных
колебаний в виде:

İα = −∂H0

∂ψα
≡ 0, ψ̇α =

∂H0

∂Iα
= ωα. (5.7)

В пренебрежении действием наведенных пучком полей функция
распределения удовлетворяет уравнению

∂f

∂t
+ ω(I)

∂f

∂ψ
= 0.

Его общее решение записывается в виде

f(I,ψ, t) = f1[ψ − ω(I)t]f2(I).

произведения начального распределения фаз в пучке f1 на произ-
вольную функцию действий f2(I). Функции f1 и f2 находятся из
начальных условий: f1f2 = f(I, ψ, t = 0). Средние от произведе-
ний Qm,α = I

|mα|/2
α exp(imψ) зависят от времени согласно выра-

жениям

〈Qm,α〉(t) =
∫

dIdψ

(2π)3
Qm,αf

= (f1)m
∫

dIf2(I)I |mα|/2
α exp(−imωt).

Для всех гармоник f , за исключением нулевой, моменты 〈Qm,α〉(t)
осцилляторно зависят от времени с, возможно, убывающими ам-
плитудами. Эти величины представляют собой мультиполи рас-
пределения f в фазовом пространстве. Они описывают (стаци-
онарные) когерентные колебания пучка. В соответствии с этим,
функция распределения пучка, не совершающего когерентных ко-
лебаний, не зависит от фаз ψ (f → f0(I)). Ниже мы будем назы-
вать такие состояния стационарными.
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Действие наведенных полей приводит к нестационарным за-
висимостям от времени гармоник f

f(I, ψ, t) = f0(I) + f̃(I, ψ, t). (5.8)

В силу линейности уравнений поля потенциалы A и A0 также
представляются в виде:

(A, A0) = (A, A0)0 + (Ã, Ã0). (5.9)

По этой причине лагранжиан взаимодействия пучка с наведенны-
ми полями (L) представляется суммой двух слагаемых

L = L0 + L̃.

Первое слагаемое (L0) описывает возмущение частиц стационар-
ными током и плотностью заряда пучка. В силу цикличности дви-
жения частиц величина L0 является периодической функцией фаз
(ψ) и азимута θ. Она может быть представлена разложением в ряд
Фурье:

L0 =
∑
m,n

(L0)mn exp(imψ + inθ). (5.10)

При этом, если рабочая точка по частотам колебаний частиц при-
ближена к линиям машинных резонансов:

mν + n ' 0, (5.11)

то согласно уравнениям движения

İα =
∂L

∂ψα
, ψ̇α =

∂H

∂Iα
= ωα − ∂L

∂Iα
. (5.12)

слагаемое L0, вообще говоря, вызывает систематическое измене-
ние f0, которое будет проявляться в модуляции фазовых траек-
торий частиц, а также в захвате частиц пучка в соответствую-
щие области автофазировки. Ниже мы будем считать, что рабочая
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точка наоборот удалена от машинных резонансов. В этих услови-
ях и в первом приближении теории возмущений все слагаемые в
L0 с m 6= 0 и с n 6= 0 представляют собой быстроосциллирующие
функции времени. Они вызывают появление у f0 столь же быст-
роосциллирующей добавки, амплитуда которой мала. Системати-
ческое изменение f0 вызывает слагаемое (L0)0,0, которое согласно
(5.12) определяет сдвиги частот ωα за счет взаимодействия пучка
с окружающими элементами камеры

ωα → ωα − ∂(L0)0,0

∂Iα
.

Считая что эти сдвиги уже учтены в ωα и имея в виду решение
(5.1) в первом порядке теории мы можем переписать H в виде

H = H1 − L̃, H1 = H0 − (L0)0,0. (5.13)

Если характеристики стационарного состояния (f0, A0 и A0)
заданы, решение уравнений (5.1) и (5.3) более или менее упроща-
ется в тех случаях, когда эти уравнения можно лианеризовать по
отклонениям от стационарных значений. В этой связи могут ре-
шаться два круга задач. Во-первых, это задачи об устойчивости
малых когерентных колебаний, когда малость отклонений пред-
полагается по условию. Основными результатами таких расчетов
являются условия устойчивости колебаний, величины пороговых
токов пучка, величины когерентных сдвигов частот и декрементов
колебаний. Решение этого круга задач не требует знания началь-
ных отклонений.

Во-вторых, решение линеаризованных уравнений Власова мо-
гут, конечно, применяться для описания эволюции начальных от-
клонений. В этом случае, помимо знания спектров колебаний,
необходимо вычисление соответствующих функций Грина:

f(Γ, t) =
∫

dΓ′R(Γ, Γ′, t)f(Γ′, t = 0).
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Обычно такое описание справедливо лишь на ограниченных ин-
тервалах времени, когда выполняются пределы применимости ли-
нейного приближения.

Решение уравнений (5.3) выражается через функции Грина
этих уравнений (α, β = x, z, c)

A0(r, t) =
∫ ∞

0
dτ

∫
dΓ2G00(r1, r2, τ)f(Γ2, t− τ), (5.14)

Aα(r, t) =
∫ ∞

0
dτ

∫
dΓ2

v
(2)
β

c
Gαβ(r1, r2, τ)f(Γ2, t− τ).

Определив

G(1, 2, τ) = G00(1, 2, τ)−
v

(1)
α v

(2)
β

c2
Gαβ(1, 2, τ), (5.15)

мы можем записать

L̃ = Ne2

∫
dΓ2

∫ ∞

0
dτG(1, 2, τ)f̃(2, t− τ). (5.16)

Тогда, линеаризованное уравнение для f̃ имеет вид

∂f̃

∂t
+ ω

∂f̃

∂ψ
+

∂L̃

∂ψ

∂f0

∂I
= 0. (5.17)

В силу цикличности движения частиц, зависимость функции L̃ от
времени всегда содержит модуляции с периодом T0. По этой при-
чине решения уравнения (5.17) могут быть представлены рядами:

f̃ = e−iωt
∑
m,n

fω
m,n(I)eimψ+inω0t.
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Приравниванием коэффициентов при одинаковых степенях einω0t,
получаем систему связанных уравнений для амплитуд fω

m,n:

(ω − ωmn)fω
m,n = Ne2

(
m

∂f0

∂I

) ∑
n1,n2

∑
m2

∫
dΓ2f

ω
m2,n−n1+n2

(5.18)

×{Gn1,n2(1, 2, ω + (n1 − n)ω0) exp[in1∆θ1 − in2∆θ2]}m1,m2 ,

ωmn = mω + nω0, ∆θ(I, ψ) = θ − ω0t,

Xm,n =
∫ 2π

0

d3ψ

(2π)3

∫ 2π

0

dθ

2π
X(ψ, θ)e−inθ−imψ

Возможность упрощения полученных уравнений связана с тем,
что в типичных условиях искажения траекторий частиц наведен-
ными полями за период обращения мало. По этой причине можно
ожидать, что спектры малых когерентных колебаний близки к
невозмущенным (ωmn = mαωα + nω0) и, соответственно, искать
решения уравнений (5.18) в виде рядов по степеням ∆ωmn/ωmn.
Здесь, ∆ωmn = ω−ωmn. Слагаемые в правой части (5.18) эффек-
тивно содержат частотные знаменатели:

ω −m2ω2 − (n− n1 + n2)ω0 = ∆ωmn + (m1 −m2)ω + (n1 − n2)ω0.

По этой причине вклады недиагональных элементов (n′ 6= n) и
(m′

α 6= mα) в изменение fmn будут подавлены в |∆ωmn/ωlq| раз (l
и q произвольные целые числа), если величины когерентных сдви-
гов частоты ∆ωmn малы по сравнению с расстояниями в невозму-
щенном спектре |ωlq|. С такой точностью (5.18) можно заменить
системой несвязанных интегральных уравнений

∆ωmnfω
m,n = Ne2

(
m

∂f0

∂I

)∫
dΓ2Kn(1, 2, ω − nω0)fω

m,n, (5.19)

где

Kn =
∑
n1

{Gn1,n1−n(1, 2, ω + (n1 − n)ω0)ein1(∆θ1−∆θ2)}m,m. (5.20)
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Поскольку собственные частоты ω входят в (5.19) в комбинациях
ω − nω0, спектры всех этих уравнений отличаются лишь сдвигом
на nω0. По этой причине собственные частоты могут находиться
решением какого-то одного уравнения (скажем, для n = 0):

∆ωmfω
m = Ne2

(
m

∂f0

∂I

)∫
dΓ2K0(1, 2, ω)fω

m. (5.21)

Неоднозначность вычисления частот когерентных колебаний свя-
зана с периодичностью действующего на пучок возмущения. Как
и в случае нахождения частот бетатронных колебаний частицы,
она устраняется вычислением β-функций коллективных мод. От-
метим, что вычисление декрементов (δ = −Imω) колебаний не
содержит такой неоднозначности.

Легко проверить, что использование уравнения (5.21) эквива-
лентно вычислению fω

m в первом приближении метода усреднения.
Действительно, в соответствии с общей идеей этого метода, после
выделения в (5.17) медленных зависимостей функций fm and Lm

от времени:
f̃ = f̃ + ˜̃

f, L̃ = L̃ + ˜̃L,

где

X(t) =
∫ 2π

0

dθs

2π
X(θs, t), X̃ = X − X̄,

и подстановки f̃m(t) = fω
me−iωt получается интегральное уравне-

ние, совпадающее с (5.21):

∆ωmfω
m =

(
m

∂f0

∂I

)
Lm(I, ω)

= Ne2

(
m

∂f0

∂I

) ∫
dΓ2K0(1, 2, ω)fω

m(2).
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5.1 Колебания несгруппированного пучка

1. Уравнение (5.21) допускает значительные упрощения при опи-
сании взаимодействия несгруппированного пучка с внешними элек-
тродами. При этом, в силу азимутальной симметрии стационар-
ного состояния (f0 = f0(I⊥, ∆p)) продольной фазовой переменной
является величина

ψ‖ = φ = ω′0∆pt + ψ0.

В результате, интегрирование по ψ‖ в правой части (5.19) сводится
к вычислению интеграла:

∫ 2π

0

dφ

2π
ei(m‖−n)φ = δm‖,n.

Последующее суммирование по n и переопределение ω (ω → ω −
nω′0∆p) приводят к системе несвязанных уравнений для азиму-
тальных гармоник функции распределения (ωmn = m⊥ω⊥−nω0(∆p))

(ω − ωmn)fm,n = Ne2

(
m⊥

∂f0

∂I⊥
+

n

R0

∂f0

∂∆p

)
(5.22)

×
∫

dΓ⊥d∆p{Gn,n(1, 2, ω)}m⊥,m⊥fm,n.

Как видно из уравнения (5.20), различные комбинации чисел
m определяют различные моды коллективных колебаний пучка.
Помимо того, что m являются номерами гармоник f , они опреде-
ляют геометрию колебания в фазовом пространстве. По этой при-
чине, числа m называют номерами мультипольности колебаний.
Так набору

∑
α |mα| = 1 соответствуют дипольные моды, набору∑

α |mα| = 2 - квадрупольные,
∑

α |mα| = 2 - секступольные и так
далее.
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Для вычисления fm(t) в уравнении (5.18) следует удержать
слагаемое, описывающее начальные условия:

(
∂fm

∂t

)

ω

=
∫ ∞

0
dteiωt ∂fm

∂t
= −fm(I, t = 0)− iωfm(I, ω). (5.23)

В этом случае уравнения (5.18) и (5.21) заменяются неоднородны-
ми интегральными уравнениями (∆ωm = ω − ωmn)

∆ωmfω
m = ifm(I, 0) + Ne2

(
m

∂f0

∂I

)∫
dΓ2K0(1, 2, ω)fω

m. (5.24)

Поскольку входящие в (5.23) интегралы должны сходиться в том
числе и для нарастающих решений, переменная ω в уравнениях
(5.23) и (5.24) должна удовлетворять условию Imω > δmax, где
δmax - максимальное значение инкремента. Расширение области
определения решений, например, (5.24) на более широкие обла-
сти в плоскости комплексной переменной ω должно производить-
ся аналитическим продолжением соответствующих функций.

После решения (5.24) амплитуды fm(I, t) находятся обратным
преобразованием Фурье:

fm(I, t) =
∫

dω

2π
e−iωtfm(I, ω), Imω > δmax.

Поле пучка в вакуумной камере накопителя всегда является
суммой кулоновского поля и полей, наводимых пучком в стен-
ках камеры и окружающих электродах. Характерные масштабы
для изменений кулоновской части полей определяются размерами
пучка. Такие поля фигурировали, например, в задаче об устойчи-
вости когерентных колебаний встречных пучков. Помимо этого
необходимость учета кулоновских полей специфична для задач
об устойчивости пучков с нерелятивистскими энергиями частиц.
В таких случаях решение основного интегрального уравнения зна-
чительно усложняется.
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При релятивистских энергиях частиц действие кулоновских
полей на движение частиц подавлено в γ2 раз, а наиболее суще-
ственным являются возмущения движения полями, наведенными
в окружающих пучок электродах. В таком случае функции Гри-
на представляются хорошо сходящимися рядами Тэйлора по сте-
пеням поперечных отклонений частиц от замкнутой орбиты r⊥.
Это связано с тем, что заряды-изображения в таких случаях уда-
лены от пучка на расстояния порядка радиуса вакуумной каме-
ры, который существенно превышает поперечные размеры пучка.
Последнее обстоятельство позволяет существенно упростить вы-
числение гармоник G по фазам бетатронных колебаний. Действи-
тельно, для любой функции вида

X(x) =
∞∑

l=0

xl

l!
∂lX

∂xl
, x =

√
Jxβx cos(ψx + χx(θ)),

где производные вычисляются в точке x = 0, мы можем написать

Xm =
∫ 2π

0

dψx

2π
e−imxψx

∞∑

l=0

1
l!

∂lX

∂xl

(
Jxβx

2

)l/2

×

l∑

k=0

l!
k!(l − k)!

exp{i(l − 2k)(ψx + χx(θ))}.

Используя
∫ 2π

0

dψ

2π
exp(i[l − 2k −m]ψ) = δl,m+2k,

пишем
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Xm =
(√

Jxβx

2
eiχx(θ)

)mx
{

1
mx!

∂mxX

∂xmx

+
∞∑

k=0

(√
Jxβxeiχx/2

)2k

k!(mx + k)!
∂mx+2kX

∂xmx+2k

}
.

Если характерным масштабом изменения X является l⊥, а a =√
Jβ ¿ l⊥, то оценивая величину ∂mX/∂xm посредством ∂mX/∂xm ≈

1/(l⊥)m и пренебрегая поправками порядка (a/l⊥)2 ¿ 1, получаем

Xm =
(√

Jxβx

2
eiχx(θ)

)mx 1
mx!

∂mxX

∂xmx
. (5.25)

Таким образом, в задачах о взаимодействии пучка с электродами
функции Gmn(1, 2, ω) имеют следующую зависимость от амплитуд
поперечных колебаний

Gmn(1, 2, ω) ' (IxI ′x)mx/2(IzI
′
z)

mz/2gmn(ω), (5.26)

где gmn выражается через производные G на равновесной орбите.
Если добротность электродов не высока, так что ω в gmn(ω)

можно заменить невозмущенным значением ω = ωmn, уравнение
(5.22) может быть решено точно. Для колебаний с m2

x + m2
z 6= 0

пишем

fmn = Cmn
I

mx/2
x I

mz/2
z

ω − ωmn

(
m⊥

∂f0

∂I⊥

)
, m2

⊥ 6= 0. (5.27)

Подстановка этого выражения в уравнение (5.22) приводит после
отбрасывания поправок порядка (a/l⊥)2 к дисперсионному урав-
нению

εmn(ω) = 1− Ωmn

Am

∫
d2I⊥d∆p

I
|mx|
x I

|mx|
x (m⊥∂F/∂I⊥)

ω − ωmn(I⊥,∆p)
= 0. (5.28)
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Здесь

Am =
∫

d2I⊥d∆pI |mx|
x I |mz |

(
m⊥

∂f0

∂I⊥

)
, (5.29)

а
Ωmn = Ne2Amgmn(ωmn). (5.30)

Решение уравнения (5.28) особенно упрощается для случая моно-
хроматического пучка, когда мы можем пренебречь в интеграле
п правой части зависимостью ωmn от I⊥ и ∆p. При этом частот-
ный знаменатель в (5.28) выносится из под знака интеграла, а
оставшееся выражение совпадает с Am. В результате получаем

∆ωmn = ω − ωmn = Ωmn

Таким образом, определенная в (5.30) величина Ωmn имеет смысл
когерентного сдвига частоты несгруппированного пучка. Ниже
мы увидим, что эта величина является фундаментальной в теории
взаимодействия пучков с окружающими электродами.

Как видно из уравнений (5.29) и (5.30) для дипольных коге-
рентных колебаний (m2

x + m2
z = 1) значение Ωmn не зависит от

поперечных размеров пучка:

Ωmn = Ne2gmn(ωmn), A±1 = −1,

а для мультипольных (m2
x+m2

z > 1) она экспоненциально убывает
с увеличением номеров мультипольности

Ωmn ∝ (a/l⊥)2|m|−2.

Это определяет иерархию мод в их влиянии на устойчивость пуч-
ка в целом.

В монохроматическом пучке колебания неустойчивы при вы-
полнении условия ImΩmn > 0. Поскольку g(ω) является Фурье-
образом действительной функции, имеем

g∗(ω) = g(−ω).
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Кроме того для пассивных систем ωImg(ω) > 0. Тогда, как видно
из (5.30), условие устойчивости монохроматического пучка запи-
сывается в виде

(m⊥ω⊥ + nω0)Am < 0. (5.31)

Для одномерных бетатронных колебаний (mz = m, mx = 0) это
условие приобретает особенно простой вид

mz(mzνz + n) > 0. (5.32)

В этих выражениях слагаемые, пропорциональные n, описывают
возбуждение наведенных полей продольным движением частиц.
Видно, что для монохроматического пучка эти слагаемые меняют
знаки декрементов колебаний при n = −mzνz. По этой причине,
использование пассивных систем не может обеспечить одновре-
менного подавления всех мод такого пучка.

Устойчивость мод с mx,zn < 0 может обеспечиваться, напри-
мер, затуханием Ландау. Как видно из уравнения (5.28) разброс
частот поперечных колебаний может вызываться зависимостями
частот бетатронных колебаний от их амплитуд, либо от импульса
частицы. В последнем случае мы пишем:

ωz = ωzs +
dωz

dp
∆p

где1
dωz

dp
= ωzs

(
1 +

d ln ω0

dp
+

d ln νz

dp

)
.

При этом уравнение (5.28) записывается в виде (f0 = F (Iz)f(∆p))

εmn(ω) = 1− Ωmn

∫ ∞

−∞

d∆pf(∆p)
∆ωmn − κ∆p

= 0, (5.33)

Im∆ωmn > 0, κ = n
dω0

dp
+ m

dωz

dp
.

1Напомним, что величина d ln νz/dp называется хроматизмом кольца.
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Последнее уравнение может использоваться как для вычисления

-4 -2 0 2 4
Re(ζ)
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Im
(ζ )

Рис. 12: Граница области
устойчивости дипольных
поперечных колебаний
для случая, когда разброс
частот обусловлен разбро-
сом импульсов в пучке.
Первая гармоника частоты
обращения; распределение
импульсов в пучке гауссово
(ζ = Ωm/|κ|σ).

собственных частот колебаний, так и для построения границ об-
ластей устойчивости (например, Рис.12):

Ωmn(∆ω) =
1

P(∆ω)− iJ(∆ω)
,

P(z) = −
∫ ∞

−∞

d∆pf(∆p)
z − κ∆p

, J(z) = πf(z/κ)/|κ|.
(5.34)

2. Для продольных колебаний несгруппированного пучка mx =
mx = 0 уравнение (5.22) записывается в виде (∆ωn = ω − nω0(p))

∆ωnfn = Ne2 n

R0

∂f0

∂∆p

∫
dΓ′⊥d∆p′Gn,n(1, 2, ω)fn(∆p′ω). (5.35)

Как уже говорилось, если зависимости функций Грина от ампли-
туд бетатронных колебаний являются достаточно гладкими, вы-
числение гармоник G по фазам поперечных колебаний проводит-
ся разложением G в ряды Тэйлора по поперечным координатам.
В старшем приближении по a/l⊥ это приводит к замене в (5.35)
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величины Gn,n(1, 2, ω) ее значением на равновесной орбите, что
позволяет переписать уравнение (5.35) в виде

∆ωnfn = Ne2 n

R0
Gnn(ω)

∂f0

∂∆p

∫ ∞

−∞
d∆p′dΓ′⊥fn. (5.36)

Теперь заметим, что в этом уравнении коэффициент перед N∂f0/∂∆p

является Фурье-гармоникой скобки Пуассона i[L̃,∆p]. Поскольку
в отсутствии возмущений ∆p является интегралом движения, по-
следнее выражение можно записать в виде

− i[H, ∆p]n,ω = − i

vs

(
∂H

∂t

)

n,ω

= −ieE‖(r0(t), t)n,ω. (5.37)

Используя это выражение мы можем переписать (5.36) в двух эк-
вивалентных формах

∆ωnfn =
Ne2ω

vs
Gnn(ω)

∂f0

∂∆p

∫ ∞

−∞
d∆p′dΓ′⊥fn, (5.38)

либо
∆ωnfnω = −ieEϑ(n, ω)

∂f0

∂∆p
. (5.39)

Здесь,

fnω(∆p) =
∫

dΓ⊥fnω(∆p,Γ⊥)

функция распределения пучка по импульсам. Подстановка в (5.39)
соотношения

Eϑ(n, ω) = −Neω0Zn(ω)
Π

∫ ∞

−∞
d∆pfn,ω(∆p)

и сравнение уравнений (5.38) и (5.39) позволяет связать гармони-
ки функции Грина Gnn(ω) с импедансом связи Zn(ω)

iZn(ω)
n

=
2π

ω0
Gnn(ω), (5.40)
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или, что то же
iZn(ω)

ω
=

2π

ω2
s

Gnn(ω). (5.41)

5.2 Поперечный импеданс связи

Понятие импеданса связи может быть также использовано при
исследовании устойчивости поперечных колебаний. Рассмотрим
для простоты случай дипольных вертикальных колебаний, когда
fm,n удовлетворяет уравнению (5.22) (mx = 0, mz = ±1):

(ω − ωm,n)fm,n = Ne2mz
∂f0

∂Iz

∫
dI ′zdI ′xGm,n(1, 2, ω + nω0)fm,n.

(5.42)
Вообще, величина Gm,n содержит слагаемые двух видов. Выра-
жение

G‖ =
v2

c2
Gθ,θ −G0,0 (5.43)

описывает эффекты связанные с возбуждением полей продоль-
ным движением пучка. Остальные слагаемые в G описывают воз-
буждение полей поперечными токами пучка (j⊥) и реакцию пучка
на эти поля. Если вкладами этих слагаемых можно пренебречь,
то гармоники Gm,n записываются в виде

Gm,n =
R0

2pνz

√
IzI ′z

(
∂2

∂z∂z′
G‖(1, 2, ω)

∣∣∣∣
r⊥=0

)
.

Подстановка этого выражения в (5.42) приводит к уравнению

(ω −mzωz)fm,n =
Ne2R0

2pνz
mz

∂f0

∂Iz

√
Iz (5.44)

×
(

∂2

∂z∂z′
G‖(1, 2, ω)

∣∣∣∣
r⊥=0

)∫
dI ′zdI ′x

√
I ′zfm,n.
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С другой стороны, если колебания не связаны, то

İz =
∂z

∂ψz
Fz.

Поэтому

(ω − ωm,n)fm,n = mz
∂f0

∂Iz
(z)m(Fz)n(ω), (z)m =

√
R0Iz

2pνz
. (5.45)

В этом уравнении сила Fz описывает действие наведенных полей.
Мы определим ее следующим выражением

(Fz)n(ω) = −Ne2ω0Z
⊥
n (ω + nω0)
Π

∫
dI ′zdI ′x

√
R0I ′z
2pνz

fm,n, (5.46)

в котором функция Z⊥n (ω) играет ту же роль, что и импеданс
связи в задачах об устойчивости продольных колебаний. Такая
функция называется поперечным импедансом связи пучка с окру-
жающими электродами. Используя определение (5.46), мы можем
переписать уравнение (5.45) в виде

(ω − ωm,n)fm,n = −mz
∂f0

∂Iz

Ne2R0

2pνz

√
Iz (5.47)

×ω0Z
⊥
n (ω + nω0)

Π

∫
dI ′zdI ′x

√
I ′zfm,n.

Сравнение уравнений (5.44) и (5.47) позволяет выразить введен-
ный здесь поперечный импеданс связи Z⊥n (ω) через производные
функции Грина на равновесной орбите:

Z⊥n (ω) = −2πR0

ω0

(
∂2

∂z∂z′
G‖(1, 2, ω)

∣∣∣∣
r⊥=0

)
. (5.48)
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Используя (5.41) мы можем связать Z⊥n с продольным импедансом
(Z‖n)

Z⊥n (ω) =
−iv

ω

(
∂2

∂z∂z′
Z‖n(1, 2, ω)

∣∣∣∣
r⊥=0

)
. (5.49)

Для камеры с сечением близким к круговому оценка производных
по порядку величины дает

Z⊥n (ω) ' v

l2⊥

(
−iZ

‖
n(ω)
ω

)
. (5.50)

5.3 Задачи к Лекции 5

1. После удара вертикальные импульсы всех частиц в пучке сме-
щаются на величину ∆z. Считая, что начальное распределение
частиц в фазовом пространстве вертикальных колебаний гауссо-
во

f =
exp

(
− z2

2σ2
− p2

z

2σ2
p

)

2πσσp
,

вычислить гармоники функции распределения по фазам колеба-
ний.
2. Воспользовавшись линеаризованным уравнением Власова ре-
шить задачу, сформулированную в §1. Исследовать влияние раз-
броса на устойчивость пучка с таким взаимодействием частиц.
3. Выписать интегральные уравнения, описывающие спектры ма-
лых когерентных колебаний встречных пучков нулевой длины.
Вычислить когерентный сдвиг частоты, например, вертикальных
колебаний, предполагая удаленность νz от резонансов νz = n/mx

(где n и mx – взаимно простые целые числа). В качестве f0 при-
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нять

f0(Ix, Iz) =
δ(Ix)
I0z





1, Iz ≤ I0z

0, Iz > I0z.

4. В задаче 3. исследовать случай, когда

f0(Ix, Iz) = δ(Ix)
I0

Iz + I0
.

5. Вычислить поперечный импеданс связи идеально проводящей
вакуумной камеры круглого сечения с пучком. Вычисления про-
вести в области низких частот ω ¿ c/l⊥, где l⊥ – радиус камеры.
6. То же для камеры прямоугольного сечения.
7. Оценить поправку к поперечному импедансу вакуумной камеры
круглого сечения за счет конечной проводимости стенок.

6 Когерентные колебания сгустков

Если пучок сгруппирован в один или несколько сгустков, то в
задаче об устойчивости когерентных колебаний появляется до-
полнительный параметр: отношение величины декремента (ин-
кремента) колебаний к частоте синхротронных колебаний частиц.
Если это отношение мало, то моды с синхротронными коллек-
тивными колебаниями хорошо разделены. В этом случае спектры
колебаний могут вычисляться с помощью уравнения (5.21). Если
же это не так, то колебания развиваются на временах сравни-
мых, или существенно короче периода синхротронных колебаний.
При этом, конечно, уравнения (5.21) должны быть заменены более
общей системой уравнений, учитывающей связь синхротронных
мод.
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6.1 Синхробетатронные колебания

В этой лекции мы предполагаем, что декременты когерентных
колебаний малы по сравнению с частотами синхротронных коле-
баний, когда уравнение (5.21) справедливо. Ядро уравнения (5.21)
выражается через гармоники фаз синхротронных колебаний. При
этом, поскольку (на важность влияния модуляции частот бета-
тронных колебаний синхротронными на устойчивость попереч-
ных когерентных колебаний сгустков указали К. Пеллегрини и
М. Сэндс 1969 [10, 11])

dψz

dt
= ωz(ps) +

(
∂ωz

∂p

)

s

∆p = ωsz +
dφ

dt

(
∂ωz

∂ω0

)

s

,

или
ψz = ψs

z +
dωz

dω0
φ,

то в пренебрежении модуляцией θ бетатронными колебаниями эти
гармоники вычисляются от выражений

exp
[
i

(
n + m⊥

dω⊥
dω0

)
φ

]
.

Если амплитуды синхротронных колебаний малы, то соответству-
ющие интегралы совпадают с функциями Бесселя

∫ 2π

0

dψc

2π
exp(−imcψc + in1φ) = Jmc(n1ϕ),

где

n1 = n + m⊥
dω⊥
dω0

.

Совместно с (5.26) это дает следующее выражение для Gmn

Gmn ' (IxI ′x)mx/2(IzI
′
z)

mz/2gmn(ωmn)Jmc(n1ϕ)Jmc(n1ϕ
′).
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Соответственно, мы можем искать решения (5.21) в виде

fm =
I

mx/2
x I

mz/2
z

ω −mω

(
m

∂f0

∂I

)
χm(ϕ). (6.1)

В зарубежной литературе собственные функции χm(ϕ) приня-
то теперь называть радиальными модами. Этим подчеркивается
то обстоятельство, что χm(ϕ) описывают распределение моды по
"радиусу"в фазовом пространстве синхротронных колебаний.

Предполагая, что функция распределения в стационарном со-
стоянии может быть представлена произведением

f0(I⊥, Ic) = F0(I⊥)ρ(ϕ),

где ρ(ϕ) – распределение по амплитудам синхротронных колеба-
ний, из (5.21) находим интегральное уравнение для гармоник ли-
нейной плотности пучка (χm)

χm = ρ(ϕ)
∫ ∞

0
dϕ′ϕ′K(ϕ, ϕ′)χm(ϕ′) (6.2)

×
∫

dΓ⊥
I
|mx|
x I

|mx|
x (m⊥∂F/∂I⊥)

ω −mω(I⊥, ϕ′)
.

K(ϕ,ϕ′) =
∞∑

n=−∞

Ωmn

Am
Jmc(n1ϕ)Jmc(n1ϕ

′)

Для синхротронных колебаний аналогичное уравнение записыва-
ется в виде

χm =
∂ρ

∂(ϕ2/2)

∫ ∞

0
dϕ′ϕ′K(ϕ,ϕ′)

χm(ϕ′)
ω −mcωc(ϕ′)

. (6.3)

Из-за азимутальной несимметрии стационарного распределения
частиц развитие мод χm вообще может определяться совместным
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действием заметного количества азимутальных гармоник поля.
По этой причине ядра уравнений (6.2) и (6.3), вообще говоря, не
факторизуются, что существенно усложняет решение этих урав-
нений. Исследование полученных уравнений может быть упроще-
но, если мы пренебрежем разбросом частот из-за нелинейности
синхротронных колебаний. В последнем случае, в уравнении, на-
пример, (6.2) множитель

∫
dΓ⊥

I
|mx|
x I

|mx|
x (m⊥∂F/∂I⊥)
ω −mω(I⊥)

не зависит от ϕ′ и потому может быть вынесен за знак интеграла.
В результате (6.2) распадается на два независимых уравнения.
Первое

Ωmχm(ϕ) = ρ(ϕ)
∞∑
−∞

ΩmnJmc(n1ϕ) (6.4)

×
∫ ∞

0
dϕ′ϕ′Jmc(n1ϕ

′)χm(ϕ′)

определяет собственные моды и спектр собственных частот моно-
хроматического пучка. Второе

εm(ω) = 1− Ωm

Am

∫
dΓ⊥

I
|mx|
x I

|mx|
x (m⊥∂F/∂I⊥)

ω −m⊥ω⊥(I⊥)
= 0 (6.5)

является собственно дисперсионным уравнением, которое по из-
вестным числам Ωm позволяет вычислять собственные частоты
мод ω. Входящие в эти уравнения величины Am и Ωmn определе-
ны в (5.29) и, соответственно, в (5.30).

Важным свойством интегрального уравнения (6.4) является
возможность преобразования ядра этого уравнения в симметрич-
ное. Для этого используется подстановка χm = w(ϕ)

√
ρ/ϕ, после
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которой уравнение приобретает вид

Ωmw(ϕ) =
∫ ∞

0
dϕ′K(ϕ,ϕ′)w(ϕ′), (6.6)

K(ϕ, ϕ′) =
√

ϕϕ′ρ(ϕ)ρ(ϕ′)
∞∑

n=−∞
Ωm,nJmc(n1ϕ)Jmc(n1ϕ

′).

В силу симметрии ядра K(ϕ,ϕ′) = K(ϕ′, ϕ), так-называемое, со-
юзное к (6.6) интегральное уравнение

Ω′mw∗(ϕ) =
∫ ∞

0
dϕ′K∗(ϕ,ϕ′)w∗(ϕ′) (6.7)

получается комплексным сопряжением уравнения (6.6), а его соб-
ственные числа комплексно сопряжены Ωm:

Ω′m = Ω∗m (6.8)

Действительно, умножая обе части в (6.6) на w∗ и интегрируя это
уравнение по ϕ, получим

Ωm〈|w|2〉 =
∫ ∞

0
dϕdϕ′w∗(ϕ)K(ϕ,ϕ′)w(ϕ′),

〈|w|2〉 =
∫ ∞

0
dϕ|w(ϕ)|2.

Воспользовавшись симметрией K, перепишем это уравнение в ви-
де

Ωm〈|w|2〉 =
∫ ∞

0
dϕdϕ′w∗(ϕ′)K(ϕ,ϕ′)w(ϕ),

или, что то же

Ωm〈|w|2〉 =
∫ ∞

0
dϕdϕ′Re{w∗(ϕ)w(ϕ′)}K(ϕ, ϕ′). (6.9)
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Аналогично, из (6.7) получаем

Ω′m〈|w|2〉 =
∫ ∞

0
dϕdϕ′Re{w∗(ϕ)w(ϕ′)}K∗(ϕ,ϕ′). (6.10)

Теперь, сложение уравнений (6.9) и (6.10) дает Im(Ωm + Ω′m) = 0,
а их вычитание – Re(Ωm −Ω′m) = 0, что доказывает утверждение
уравнения (6.8).

Если числа α нумеруют решения (6.6), а нормировка этих ре-
шений выбрана так, что 〈|wα|2〉 = 1, то из уравнений (6.8), (6.9)
и (6.10) можно получить следующее выражение для декрементов
колебаний (δm,α = −ImΩm,α)

δm,α = −
∞∑

n=−∞
ImΩm,n

∣∣∣∣
∫ ∞

0
dϕ

√
ϕρ(ϕ)Jmc(n1ϕ)wα(ϕ)

∣∣∣∣
2

. (6.11)

По условию полноты собственных решений
∑
α

w∗α(ϕ′)wα(ϕ) = δ(ϕ− ϕ′),

сумма декрементов мод [
∑

α δm,α], как и должно быть, совпадает
с мнимой частью следа ядра K:

∑
α

δm,α = −
∞∑

n=−∞
ImΩm,n

∫ ∞

0
dϕϕρ(ϕ)J2

mc
(n1ϕ).

6.2 Синхротронные когерентные колебания

Получим еще интегральное уравнение для синхротронных коге-
рентных колебаний пользуясь описанием наведенных полей в тер-
минах импеданса связи (А.Н. Лебедев 1967 [9]). В простейшем слу-
чае, когда можно пренебречь модуляциями функции Грина попе-
речным движением сгустка, уравнение (5.22) записывается в виде

77



(∆ωm = ω −mcωc)

∆ωmfm = Ne2mc
∂f0

∂Ic

∫ ∞

0
dϕ′ϕ′K(ϕ, ϕ′)fm(ϕ′). (6.12)

K(ϕ, ϕ′) =
∞∑

n=−∞
[einφ]mcGn(ω + nω0)[e−inφ′ ]−mc (6.13)

Учитывая, что для малых синхротронных колебаний φ = ϕ cosψc,
а также что

∫ 2π

0

dψ

2π
exp(inϕ cosψ − imψ) = Jmc(nϕ),

где Jm(x) – функция Бесселя, перепишем ядро K(ϕ,ϕ′) в виде

K(ϕ,ϕ′) =
∞∑

n=−∞
Jmc(nϕ)Jmc(nϕ′)Gn(ω + nω0)

Заменив в этом уравнении согласно (5.41) гармоники Gn(ω) на
Zn(ω)/ω, получаем искомое интегральное уравнение

∆ωmfm =
Ne2ω0

2π
mc

∂f0

∂Ic

∫ ∞

0
dϕ′ϕ′Z(ϕ,ϕ′)fm(ϕ′). (6.14)

Z(ϕ,ϕ′) =
∞∑

n=−∞
Jmc(nϕc)Jmc(nϕ′c)

iZn(ω + nω0)
(ω/ω0) + n

(6.15)

6.3 Затухание Ландау за счет октупольных полей

Неустойчивость когерентных колебаний сгустка может подавлять-
ся затуханием Ландау. Однако, ввиду того, что спектр малых ко-
лебаний состоит из эквидистантных линий (ωmn = mω+nω0), тре-
буемые разбросы частот должны обеспечиваться нелинейностью
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ведущих полей. Как уже говорилось, учет нелинейности синхро-
тронных колебаний сталкивается с значительными вычислитель-
ными трудностями. По этой причине, ниже мы рассмотрим более
простой пример, когда синхротронные колебания считаются ли-
нейными, а нелинейность вносится специальным элементом маг-
нитной структуры с октупольным полем:

Hz = B(θ)
(x3 − 3xz2)

6
, Hx = −B(θ)

(z3 − 3zx2)
6

, (6.16)

B(θ) =
(

∂3Hz

∂x3

)

x,z=0

.

Если частоты бетатронных колебаний далеки от резонансных, то
действие такого октуполя на движение частиц приводит к сдви-
гу частот колебаний на величины, пропорциональные квадратам
амплитуд колебаний. Например, частота вертикальных колебаний
запишется в виде

ωz(Iz, Ix) = ωz0 + aIz − bIx, ab > 0 (6.17)

В этом случае частоты бетатронных и синхробетатронных коге-
рентных колебаний сгустка определяются дисперсионным урав-
нением (6.5). Как и прежде, помимо вычисления собственных ча-
стот это дисперсионное уравнение может быть использовано для
построения границ областей устойчивости колебаний. Здесь мы
изучим поведение границ областей устойчивости для наиболее
простого случая, когда mz = 1, а mx = mc = 0. Для такой моды
уравнение (6.5) записывается в виде

1 = −Ωm

∫
dIxdIz

Iz∂f0/∂Iz

∆ωm − aIz + bIx
, ∆ωm = ω − ωz0 (6.18)
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Полученное дисперсионное уравнение легко упрощается введени-
ем функции распределения частот в сгустке. Определив

g(w) = −
∫

dIxdIzIz
∂f0

∂Iz
δ(w − aIz + bIx), (6.19)

приведем уравнение (6.18) к следующему виду

1 = Ωm

∫ ∞

−∞
dw

g(w)
∆ωm − w

, Imω > 0. (6.20)

Заметим, что введенная в (6.19) функция g(w) удовлетворяет сле-
дующему условию нормировки

∫ ∞

−∞
dwg(w) = −

∫
dIxdIzIz

∂f0

∂Iz
=

∫
dIxdIzf = 1.

Для конкретизации расчетов примем, что f является экспоненци-
альным распределением

f =
1

I0xI0z
exp

(
− Iz

I0z
− Ix

I0x

)
. (6.21)

Тогда (δz = aI0z ,δx = bI0x)

g(w) =
∫ ∞

0
dx

∫ ∞

0
dzz exp(−x− z)δ(w − δzz + δxx). (6.22)

Интегрирование в (6.22) выполняется элементарно и приводит к
следующему выражению для распределения плотности частот в
пучке

g(w) =
A

δx + δz





exp
(
−|w|

δx

)
, w < 0

(
1 +

w

δx
+

w

δz

)
exp

(
−w

δz

)
, w ≥ 0.

(6.23)
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Здесь A = δx/[δx + δz]. Уравнение границы области устойчиво-
сти получается устремлением ∆ωm в (6.20) к действительной оси
сверху. Учитывая, что при этом

∫ ∞

−∞
dw

g(w)
∆ωm − w + i0

= P(∆ωm)− iπg(∆ωm),

где

P(ω) = −
∫ ∞

−∞
dw

g(w)
ω − w

, (6.24)

а знак −
∫

как и прежде означает вычисление интеграла в смысле

главного значения, получим уравнение граничной кривой

ζ(∆ωm) =
1

P(∆ωm)− iπ(δx + δz)g(∆ωm)
, ζ =

Ωm

δx + δz
. (6.25)

-4 -2 0
Re(ζ)

0.0

0.4

0.8

1.2

Im
(ζ )

-6 -4 -2 0
w/δω

0.0

0.4

0.8

g(w
)δω

Рис. 13: Граница области устойчивости дипольных вертикальных
когерентных колебаний (левый рисунок) и соответствующее рас-
пределение частот в пучке (правый). Разброс частот вносится
октуполем таким, что δx À δz; в данном случае ζ = Ωm/δω, а
δω = δx.
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Рис. 14: Граница области устойчивости дипольных вертикальных
когерентных колебаний (левый рисунок) и соответствующее рас-
пределение частот в пучке (правый). Разброс частот вносится
октуполем таким, что δx ¿ δz; в данном случае ζ = Ωm/δω, а
δω = δz.

Для распределения частот (6.23) функция P легко вычисля-
ется

P = P− + P+, (6.26)

P−(ω) = A−
∫ ∞

0
dw

exp(−w/δx)
ω + w

, (6.27)

P+(ω) = A−
∫ ∞

0

dw exp(−w/δx)
ω − w

(
1 +

w

δx
+

w

δz

)
.

Например, сделав в (6.27) замену переменной t = (w + ω)/δx, мы
можем выразить P− через так называемую интегральную показа-
тельную функцию

P−(ω) = A exp(ω/δx)−
∫ ∞

ω/δx

dt

t
e−t = −A exp(ω/δx)Ei(−ω/δx), (6.28)

где

Ei(x) = −−
∫ ∞

−x

dt

t
e−t.
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Рис. 15: Граница области устойчивости дипольных вертикальных
когерентных колебаний (левый рисунок) и соответствующее рас-
пределение частот в пучке (правый). Разброс частот вносится ок-
туполем таким, что δx = δz = δ; в данном случае ζ = Ωm/δω, а
δω = 2δ.

Аналогичными вычислениями легко установить, что

P+(ω) = A

{
−1− δz

δx
+

(
1 +

ω

δx
+

ω

δz

)
exp(−ω/δz)Ei(ω/δz)

}
.

(6.29)
Как видно из уравнений (6.23), (6.28) и (6.29) (см. также на Рис.13÷
15), характер распределения частот в пучке, а также форма гра-
ницы области устойчивости существенным образом зависят от
соотношения разбросов δz и δx. В свою очередь это соотноше-
ние определяется отношением β-функций вертикальных и ради-
альных колебаний в месте расположения октуполя и величина-
ми эмиттансов этих колебаний (I0z и I0x). Обычно в электрон-
позитронных машинах за счет действия синхротронного излуче-
ния величина радиального эмиттанса во много раз превышает ве-
личину вертикального. Как правило, величины β-функций в ок-
туполе не компенсируют этой разницы эмиттансов. По этой при-
чине, в типичных условиях электронные и позитронные сгустки
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в накопителях имеют поперечное сечение, которое сильно сплюс-
нуто в вертикальном направлении, а между δz и δx выполняется
соотношение δx À δz. В таких условиях, а также если b > 0,
граница области устойчивости вертикальных колебаний в основ-
ном сосредоточена в области Reζ < 0 (Рис.13). При этом и с оче-
видными заменами, граница области устойчивости радиальных
когерентных колебаний имеет форму, изображенную на Рис.14.
В протонных (антипротонных и ионных, а также в специальных
случаях в электрон-позитронных) машинах поперечное сечение
пучков может быть близким к круглому, когда δx ≈ δz. Для этого
случая граница области устойчивости вертикальных когерентных
колебаний и соответствующее распределение частот показаны на
Рис.15.

6.4 Задачи к Лекции 6

1. Вычислить декремент затухания Ландау для случая, когда раз-
брос частот в пучке существенно превышает величину когерент-
ного сдвига частоты.
2. Вычислить уравнение границы области устойчивости бетатрон-
ных колебаний для случая, когда сдвиг частоты некогерентных
бетатронных колебаний задан формулой (нелинейность сил про-
странственного заряда)

∆ωz(Iz, Ix) =
∆ω0

1 + Iz/I0z
,

либо формулой

∆ωz(Iz, Ix) =
∆ω0√

1 + Ix/I0x

.
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7 Резонансные неустойчивости

Резонансные неустойчивости когерентных колебаний пучка обу-
словлены его взаимодействием с наведенными полями, которые
исчезают за много оборотов частиц в машине. Поэтому характер-
ной особенностью неустойчивостей этого типа является резонанс-
ная зависимость величин когерентного сдвига частоты и декре-
ментов мод от частот колебаний частиц. Такая неустойчивость
наблюдалась, например, на установке ВЭПП-2.

Для простоты мы проведем вычисления для случая, когда сгу-
сток совершает вертикальные бетатронные колебания и взаимо-
действует с отдельной модой резонатора (ниже изложение в ос-
новном следует работе [12]). Такой резонатор может, например,
образовываться локальным расширением вакуумной камеры на-
копителя. Для получения дисперсионных уравнений мы могли бы
воспользоваться общим интегральным уравнением и разложением
функции Грина по собственным модам резонатора. Поучительно,
однако, снова получить это уравнение непосредственным решени-
ем уравнений для осцилляторов наведенных полей. В случае резо-
нансного взаимодействия такой подход оправдан медленным зату-
ханием осцилляторов поля, а также тем обстоятельством, что та-
кая неустойчивость обусловлена взаимодействием отдельной мо-
ды резонатора и колебания пучка. Замечая, что после линеариза-
ции и перехода к гармоникам, общее уравнение может быть запи-
сано в виде:

(ω −mzωz)fm = mz
∂f0

∂Iz

∫ T0

0

dt

T0
Lm,ω. (7.1)

Интересующая нас неустойчивость обусловлена взаимодействием
пучка с вихревой частью наведенных полей. В этой связи, пред-
ставим L суммой двух слагаемых. Первое описывает взаимодей-
ствие с полями, являющимися квазистатическими в системе по-
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коя пучка. Это слагаемое лишь изменяет частоты колебаний, но
непосредственно неустойчивости мод пучка не вызывает. Как и
прежде, мы будем считать, что соответствующие сдвиги частот
уже учтены в уравнениях.

Вихревая часть поля в резонаторе описывается набором ос-
цилляторов поля таких, что A0 = 0, а

A(r, t) = c
∑

k

Ak(r)qk(t), divAk = 0,

∆Ak(r) + k2Ak = 0,

∫
d3rAkAk′ = 4πδk,k′ . (7.2)

Подставив это разложение в уравнение для векторного потенциа-
ла A (

∆− 1
c2

∂2

∂t2

)
A = −4πNe

c

∫
d3pvf

и проинтегрировав обе части с Ak, получим уравнение для осцил-
ляторов qk.

q̈k + ω2
kqk = jm(t), ω2

k = c2k2. (7.3)

jm(t) = Ne

∫
dΓ(vAk)∗fm exp(imzψz − iωt).

Потери в резонаторе из-за конечной проводимости стенок, или по
другим причинам, приводят к затуханию мод qk(t). В таком слу-
чае говорят, что моды колебаний имеют конечную добротность.
Для феноменологического описания конечной добротности моды
k в левую часть уравнения (7.3) дописывают диссипативное сла-
гаемое 2λkq̇k, где λk = ωk/(2Qk), а Qk добротность моды. После
такой модификации это уравнение принимает вид

q̈k + 2λkq̇k + ω2
kqk = jm(t). (7.4)
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Учитывая, что

vAk =
∞∑

n=−∞
(vAk)neinθ,

а θ = ωst + φ, ищем решение (7.4) в виде

qk(t) =
∞∑

n=−∞
qkn exp(−iωt− inωst).

Подстановка этого выражения в (7.4) даёт

qkn =
Ne

∫
dΓV ∗

m,nfm

ω2
k − (ω + nωs + iλk)2

, (7.5)

Vmn = [(vAk)neinφ]m.

Для случая, когда пучок взаимодействует с отдельной модой ре-
зонатора k эти выражения позволяют вычислить

∫ T0

0

dt

T0
Lm,ω =

∞∑
n=−∞

Ne2Vmn

ω2
k − (ω + nωs + iλk)2

∫
dΓV ∗

mnfm,

что после подстановки в (7.1) дает еще одну запись основного
интегрального уравнения

fm =
∂f0/∂Iz

(ω −mzωz)

∞∑
n=−∞

Ne2mzVmn

ω2
k − (ω + nωs + iλk)2

∫
dΓV ∗

mnfm. (7.6)

Относительный вклад слагаемых с различными n в (7.6) зависит
от соотношения декремента затухания поля в резонаторе λk и ча-
стоты обращения ωs. Если ωs ¿ λk, то отдельные слагаемые в
правой части (7.6) слабо зависят от ω и дают близкие вклады. В
связи с коллективной устойчивостью пучка в таком случае гово-
рят о взаимодействии с низкодобротным резонатором.
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Обратный случай ωs À λk соответствует резонансному взаи-
модействию пучка с наведенными полями. При этом из-за резкой
зависимости слагаемых в правой части (7.6) от ω взаимодействие
пучка с резонатором становится особенно сильным при выполне-
нии резонансного условия

ωk ' mzωz + nωs. (7.7)

Это обстоятельство позволяет при изучении резонансных эффек-
тов вообще отбросить в уравнении (7.6) нерезонансные слагаемые.
В результате мы приходим к более простому уравнению:

fm =
∂f0/∂Iz

(ω −mzωz)
Ne2mzVmn

ω2
k − (ω + nωs + iλk)2

∫
dΓV ∗

mnfm.

Вблизи резонанса (7.7) мы можем переписать частотный знаме-
натель в виде

ω2
k − (ω + nωs + iλk)2 ' 2ωk(ε−∆ωm − iλk),

где
ε = ωk −mzωz − nωs, ∆ωm = ω −mzωz.

После этих преобразований окончательно получаем

fm = − ∂f0/∂Iz

(ω −mzωz)
Ne2mzVmn

2ωk(∆ωm − ε + iλk)

∫
dΓV ∗

mnfm. (7.8)

Поскольку ядро уравнения (7.8) факторизовано, его решение име-
ет вид

fm = Cm
Vmn∂f0/∂Iz

ω −mzωz
, Imω > 0,

а подстановка этого выражения в (7.8) приводит к дисперсионно-
му уравнению:

1 = −Ne2

2ωk

mz

∆ωm − ε + iλk

∫
dΓ

∂f0

∂Iz

|Vmn|2
ω −mzωz

. (7.9)
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Для выяснения основных особенностей спектров резонансных
мод изучим несколько простых примеров. Примем сначала, что
мы можем пренебречь разбросами частот и трением в резонаторе.
Тогда уравнение (7.9) приобретает особенно простой вид:

1 =
mzΩ2

m

∆ωm(∆ωm − ε)
, Ω2

m =
Ne2

2ωk

∫
dΓf0

∂

∂Iz
|Vm,n|2. (7.10)

Его корни равны

∆ωm =
ε±

√
ε2 + 4mzΩ2

m

2
. (7.11)

Как видно из этого уравнения, при mz > 0, что соответству-
ет разностному резонансу, оба корня действительны и, соответ-
ственно, колебания не нарастают. При этом, в точном резонансе
∆ωm = ±

√
mzΩ2

m, а если |ε| À 4mzΩ2
m, то

∆ωm '





ε + mzΩ2
m

|ε| ,

−mzΩ2
m

|ε| .

В суммовом резонансе (mz < 0) колебания становятся неустойчи-
выми при попадании частот (ωk и ωz) внутрь запрещенной поло-
сы:

ε2 ≤ 4|mz|Ω2
m. (7.12)

В запрещенной полосе инкремент неустойчивой моды равен

δm = Imω =
|ε|
2

√
N

Nth
− 1, (7.13)

где величина

Nth = |ε|ωk

e2

(∫
dΓf0

∂

∂Iz
|Vmn|2

)−1

(7.14)
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определяет пороговый ток неустойчивости. Описанная неустойчи-
вость носит название динамической.

Перейдем теперь к изучению влияния трения в резонаторе и
разброса частот на устойчивость резонансных когерентных коле-
баний. Пусть сначала разброс частот пучка равен нулю. Тогда
дисперсионное уравнение (7.9) записывается в виде

1 =
mzΩ2

m

∆ωm(∆ωm − ε + iλk)
. (7.15)

Корни этого уравнения равны

∆ωm =
ε− iλk

2
±

√
(ε− iλk)2

4
+ mzΩ2

m. (7.16)

Отделив в этом уравнении мнимую часть, получим декременты
колебаний

δ = −Imω =
λk

2
±

√√√√√1
2




√
X2 +

ε2λ2
k

4
−X


, (7.17)

X =
ε2 − λ2

k

4
+ mzΩ2

m.

Уравнение (7.17) позволяет найти условие устойчивости колеба-
ний

λk

2
≥

√√√√√1
2




√
X2 +

ε2λ2
k

4
−X


.

Простыми вычислениями:

λ2
k

4
+

ε2 − λ2
k

8
+

mzΩ2
m

2
≥ 1

2

√
X2 +

ε2λ2
k

4
,
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(
ε2 + λ2

k

4
+ mzΩ2

m

)2

−
(

ε2 − λ2
k

4
+ mzΩ2

m

)2

≥ ε2λ2
k

4

ε2

4
+ mzΩ2

m ≥ ε2

4
находим, что колебания в разностном резонансе (mz > 0) всегда
устойчивы, а в суммовом (mz < 0) неустойчивы при любом токе
пучка. Явление затухания разностных мод может быть использо-
вано для подавления когерентных колебаний пассивным резона-
тором. Максимальный декремент когерентным колебаниям пере-
даётся в точном резонансе (ε = 0). При этом,

δm =
λk

2
−

√
λ2

k

4
−mzΩ2

m '





mzΩ2
m

λk
, λ2

k > 4mzΩ2
m,

λk
2 , λ2

k < 4mzΩ2
m.

(7.18)

Одновременное демпфирование разностных и суммовых мод
может быть достигнуто совместным действием трения в резонато-
ре и охлаждения, либо затухания Ландау когерентных мод пучка.
Для определенности, получим условие устойчивости колебаний
несгруппированного пучка за счет действия разброса импульсов.
Примем, что распределение импульсов в пучке лоренцево:

f0(∆p) =
∆

π(∆p2 + ∆2)
.

Тогда, записывая ωz = ωzs + ∆p(dωz/dp) и после вычисления в
(7.9) интеграла по ∆p, получим следующее дисперсионное урав-
нение

1 =
mzΩ2

m

(∆ωm + iλm)(∆ωm − ε + iλk)
, (7.19)

λm = |mzδωz| =
∣∣∣∣mz

dωz

dp

∣∣∣∣∆.
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Подстановками u = ∆ωm + iλm и Λ± = λk ± λm уравнение (7.19)
приводится к тому же виду, что и уравнение (7.15). Поэтому сразу
пишем

δm =
Λ+

2
±

√√√√√1
2




√
X2 +

ε2Λ2−
4

−X


, (7.20)

X =
ε2 − Λ2−

4
+ mzΩ2

m.

Простые вычисления приводят к следующему условию устойчи-
вости

λkλm

(
1 +

ε2

4Λ2
+

)
+ mzΩ2

m > 0. (7.21)

7.1 Задачи к Лекции 7

1. Показать, что продольный импеданс связи пучка с модой k
резонатора определяется выражением

Z(ω) =
Zk

1 + iQk

(
ωk
ω − ω

ωk

) ,

где Zk так называемое шунтовое сопротивление резонатора, Qk –
добротность. Выразить Zk через собственные функции мод резо-
натора.
2. Исследовать резонансную неустойчивость продольных колеба-
ний несгруппированного пучка.
3. Вычислить спектры радиальных колебаний встречных пучков
нулевой длины вблизи резонансов νx ' n/mx (где n и mx – вза-
имно простые целые числа), приняв

f0(Ix, Iz) =
δ(Iz)
I0x





1, Ix ≤ I0x

0, Ix > I0x.
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4. В задаче 3. исследовать случай, когда радиальные размеры
сталкивающихся сгустков различны.

8 Однооборотные явления

Перейдем к изучению случая, когда наведенные пучком поля за-
тухают существенно быстрее периода обращения частиц в машине
2. Поскольку зачастую полного затухания все же не происходит,
для корректного выделения в ядре уравнения (6.4) соответству-
ющих слагаемых нам нужна некоторая формальная процедура.
Она может быть основана на использовании формулы суммиро-
вания Пуассона:

∞∑
n=−∞

bn =
∞∑

l=−∞

∫ ∞

−∞
dnb(n) exp(2πiln). (8.1)

Для определенности, проведем вычисления для синхробетатрон-
ных мод когерентных колебаний пучка. Тогда, подстановка выра-
жения (8.1) в (6.4) приводит к следующему интегральному урав-
нению

Ωmχm(ϕ) = ρ(ϕ)
∫ ∞

0
dϕ′ϕ′K(ϕ,ϕ′)χm(ϕ′), (8.2)

ядро которого может быть представлено суммой двух слагаемых

K(ϕ,ϕ′) = [Kst(ϕ,ϕ′, ω) + Kmt(ϕ, ϕ′, ω)], (8.3)

где

Kst(ϕ,ϕ′) =
∫ ∞

−∞
dnΩm,n(nω0 + ω)Jmc(n1ϕ)Jmc(n1ϕ

′), (8.4)

2Если пучок состоит из нескольких сгустков, то время затухания должно
быть существенно меньше периода следования сгустков

93



а

Kmt =
∑

l 6=0

∫ ∞

−∞
dn exp(2πiln)Ωm,n(nω0 + ω)Jmc(n1ϕ)Jmc(n1ϕ

′).

(8.5)
Для выяснения физического смысла слагаемых Kst и Kmt заме-
тим, что правая часть уравнения (8.2) является Фурье-амплитудой
выражения

W =
∑
n

gmn(ω + nω0)
∫

dφ′d∆p′

2π
ein(φ−φ′)f(∆p′, φ′, ω).

Для упрощения вычислений примем, что длина устройства, с ко-
торым взаимодействует пучок, мала и потому функция gmn(ω)
может быть заменена на gm(ω + nω0). При этом согласно (8.1)
слагаемому Kmt соответствуют часть W , равная

Wmt =
∑

l 6=0

∫ ∞

−∞
dn exp(2πiln)gm(ω + nω0)

×
∫

dφ′d∆p′

2π
ein(φ−φ′)f(∆p′, φ′, ω).

Поскольку согласно принципу причинности gmn(ω) является ана-
литической функцией в верхней полуплоскости комплексной пе-
ременной ω, слагаемые с l > 0 не дают вклада в Wmt. Вклады
слагаемых с l < 0 определяются особенностями g(ω) в нижней
полуплоскости. Принимая для простоты, что такой особенностью
является простой полюс в ω = Ωk

gm(ω) =
Gk

ω − Ωk
, Ωk = ωk + iλk,
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получим (ν = ω/ωs)

Wmt = −2πiG‖
∫

dφ′d∆p′

2π
e−iν(φ−φ′)f(∆p′, φ′, ω)

×
∞∑

l=1

exp
[
iΩk

(
φ− φ′

ωs
− lTs

)]
,

Замечая теперь, что φ = θ−ωst, мы можем переписать последнее
выражение в виде суммы вкладов полей, наведенных пучком на
оборотах, предшествовавших данному

Wmt =
∞∑

l=1

∫
dφ′d∆p′

2π
W (φ− θ′ + ωs[t− lTs])f(∆p′, φ′, ω),

W (φ) = −2πiG‖eiφΩk/ωs

Отсюда следует, что слагаемые Wmt и, соответственно, Kmt опи-
сывают запоминание наведенных полей внешней системой. По су-
ществующей терминологии, вызываемые ими эффекты называют-
ся многооборотными. Если ImΩkTs À 1, то в первом приближе-
нии вкладом моногооборотных эффектов можно пренебречь. При
этом уравнение (6.4) принимает вид

Ωmχm(ϕ) = ρ(ϕ)
∫ ∞

0
dϕ′ϕ′Kst(ϕ,ϕ′, ω)χm(ϕ′), (8.6)

Такое уравнение описывает однооборотные эффекты, т.е. эффек-
ты связанные с наведенными полями, которые полностью исчеза-
ют за период обращения частиц в накопителе.

9 Эффект быстрого затухания

При изучении когерентных колебаний в накопителе ВЭПП-2 бы-
ло замечено, что декременты затухания дипольных вертикальных
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когерентных колебаний превышают радиационные. При этом до-
бавки к декрементам увеличивались пропорционально току пучка
и обратно пропорционально энергии частиц. Для короткого сгуст-
ка эта добавка не зависела от длины пучка. Это явление получи-
ло название эффекта быстрого затухания когерентных колебаний.
Оно было объяснено взаимодействием пучка с имевшимися в ка-
мере ВЭПП-2 согласованными пластинами.

Напомним, что если длина пучка lb превышает характерный
поперечный размер вакуумной камеры l⊥, то для частот ω ≤ c/l⊥,
вносящих основной вклад в когерентное взаимодействие, ваку-
умная камера представляет собой запредельный волновод. При
идеальной проводимости стенок камеры наведенные поля явля-
ются стационарными в системе покоя пучка, что может вызвать
лишь сдвиг частот когерентных колебаний. Если в камеру поме-
щена пластина длины l (рис.16), то отрезок камеры, содержащий
эту пластину, представляет собой уже двусвязный волновод. В
последнем случае становятся возможными моды электромагнит-
ного поля, у которых электрическое и магнитное поля перпенди-
кулярны, электрическое поле направлено от пластины к стенкам
камеры, а линии магнитного поля замыкаются вокруг пластины.
Согласно уравнениям Максвелла спектр таких ТЕМ-колебаний
непрерывен ω = kc в области |k|l⊥ < 1. Если пластина нагружена
на волновое сопротивление Z0, то реакция когерентных колеба-
ний на излучение ими ТЕМ-волн может проявляться в усилении
затухания этих колебаний.

Для описания этого явления заметим, что в бесконечном дву-
связном волноводе векторный потенциал поля ТЕМ-волны зада-
ется выражением

A(r, t) = cA0(r⊥)
∫ ∞

−∞

dk

2π
qk(t)eiks, (9.1)

где A0(r⊥) описывает поперечное распределение наведенного по-
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Рис. 16: К задаче о взаимодействии сгустка с согласованной пла-
стиной. Длина пластины l, длина сгустка lb, характеристическое
сопротивление пластины Z0

ля, а qk(t) его колебания. Величина A0 связана с электростати-
ческим полем пластины, создаваемым разностью потенциалов U0

между пластиной и вакуумной камерой,

A0 =
√

cZ0
E⊥(r⊥)

U0
, ∆⊥E⊥(r⊥) = 0.

В действительности пучок взаимодействует с отрезком двусвязно-
го волновода. Для длинноволновых колебаний ωl⊥ ¿ c мы можем
пользоваться уравнением (9.1), если заменим функцию A0 реаль-
ным распределением поля, экспоненциально спадающим при уда-
лении от участка, содержащего пластину. При этом вместо (9.1)
пишем

A(r, t) = cA0(r)
∫ ∞

−∞

dk

2π
qk(t)eiks,

A0 =
√

cZ0
E(r)
U0

, ∆E(r) = 0. (9.2)
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Согласно этим выражениям вблизи краев пластины поле ТЕМ-
волны имеет продольную компоненту. Поэтому возможно ее воз-
буждение продольным движением частиц. Предполагая, что функ-
ция A0 нормирована условием

∫
d3r|A0(r)|2ei(k−k′)s = 8π2δ(k − k′),

из уравнений Максвелла получим следующее уравнение для ос-
цилляторов поля

q̈k + c2k2qk = jm(t), (9.3)

jm(t) = e

∫
dΓvA0(r) exp(−iks)fm exp(imψ − iωt).

Записывая

qk(t) =
∞∑

n=−∞
qkne−i(ω+nωs)t,

получим

qkn =
e
∫

dΓfmωV ∗
mn(k)

k2c2 − (ω + nωs + i0)2
,

Vmn(k) =
∫ 2π

0

d3ψ

(2π)3
dθ

2π
vA0(r)eiks exp(i[kR0 − n]θ − imαψα).

(9.4)

Поскольку поле E потенциально

E(r) = − U0√
cZ0

∂U

∂r
, (9.5)

пишем

Vmn = −
∫ 2π

0

d3ψ

(2π)3
dθ

2π

(
v

∂U

∂r

)
exp(i[kR0 − n]θ − imαψα). (9.6)
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Или учитывая, что

v
∂U

∂r
=

dU

dt
=

(
v
∂U

∂s
+ ω

∂U

∂ψ

)
,

dI
dt

= 0

и интегрируя в (9.6) по частям, получим

Vmn(k) = i(kv − nωs −mω)(Ueiks)m,n, (9.7)

где

(Ueiks)m,n =
∫ 2π

0

d3ψ

(2π)3
e−imαψα

∫ 2π

0

dθ

2π
U(r⊥, θ) exp(i[kR0 − n]θ).

(9.8)
При вычислении азимутальных гармоник функции U exp(iks) для
длинноволновых колебаний поля (|k|l⊥ ¿ 1) можно заменить U(θ)
ступенчатой функцией (θ0 = l/R0)

U(r⊥, θ) = U(r⊥)
{

1, |θ| ≤ l/(2R0),
0, |θ| > l/(2R0).

Тогда (Ueiks)mn = bknUm(I), где

bkn =
∫ θ0

0

dθ

2π
eiθ[kR0−n] =

1
π

sin(θ0[kr0 − n])
kR0 − n

.

Полученные выражения позволяют вычислить средние по пе-
риоду обращения гармоники Лагранжиана взаимодействия части-
цы с полем ТЕМ-волны

Lm,ω = e2Um(I⊥)
∑

n

∫ ∞

−∞

dk

2π

(kv − nωs −mαωα)2b2
kn

k2c2 − (ωmn + i0)2

×
∫

dΓU∗
m(I′⊥)fm,ω(I′)ein(φ−φ′). (9.9)
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Как видно из этого выражения, в задаче о взаимодействии протя-
женного пучка с согласованной пластиной зависимость ядра ос-
новного уравнения от I⊥ и φ факторизуется. По этой причине
для несгруппированного пучка решения уравнения (5.22) записы-
ваются в виде

fmn = Cmn
Um(I⊥)m⊥∂F0/∂I⊥

ω − ωmn
,

а Ωmn определяется выражением

Ωmn = Ne2

〈
m⊥

∂Um

∂I⊥

〉 ∫ ∞

−∞

dk

2π

(kv − ωmn)2b2
kn

k2c2 − (ωmn + i0)2
(9.10)

Входящий в это выражение интеграл по k может быть вычислен
точно. Используя соотношение

b2
kn = 2

(
θ0

2π

)2 ∫ 1

0
dz(1− z) cos(2θ0z[kR0 − n]),

перепишем этот интеграл в виде

In =
(

θ0

2π

)2 ∫ 1

0
dz(1− z)

∫ ∞

−∞

dk

2π

(kv − ωmn)2

k2c2 − (ωmn + i0)2

× [exp(2iθ0z[kR0 − n]) + c.c.] .

Теперь, интеграл по k определяется вычетами в простых полюсах
kc = ±(ωmn + i0). При этом полюс kc = ωmn определяет вклад
излучения вперед, а полюс kc = −ωmn – излучения назад. Остав-
шееся интегрирование по z также выполняется элементарно. В
результате получается следующее довольно громоздкое выраже-
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ние

In = −
(

θ0

π

)2 ωs(mzνz + n)
4c

{
(1− β)2

2ν−θ0

(
1− sin 2θ0ν−

2ν−θ0

)

+
(1 + β)2

2ν+θ0

(
1− sin 2θ0ν+

2ν+θ0

)
− i

[
(1− β)2

(
sin θ0ν−

ν−θ0

)2

+ (1 + β)2
(

sin θ0ν+

ν+θ0

)2
]}

,

ν± = β(mzνz + n)± n, β = v/c.

Подставив это выражение в (9.10) и учитывая, что в приближении
сглаженной фокусировки Iz = psνza

2
z/2R0, перепишем Ωm,n в виде

Ωm,n =
Nr0c

4γνz

〈
mz

∂

∂a2
z

|Um⊥ |2
〉

(mzνz + n)
(

θ0

π

)2

×
{

(1− β)2

2ν−θ0

(
1− sin 2θ0ν−

2ν−θ0

)
+

(1 + β)2

2ν+θ0

(
1− sin 2θ0ν+

2ν+θ0

)

(9.11)

− i

[
(1− β)2

(
sin θ0ν−

ν−θ0

)2

+ (1 + β)2
(

sin θ0ν+

ν+θ0

)2
]}

.

Из полученного выражения видно, что в для ультрарелятивист-
ских частиц вклад излучения вперед в Ωmn подавлен в 1/γ2 раз.

Для вычисления декрементов когерентных бетатронных коле-
баний сгруппированного пучка воспользуемся формулой (6.11):

δm,α = −
∫ ∞

−∞
dnImΩm,n

∣∣∣∣
∫ ∞

0
dϕ

√
ϕρ(ϕ)J0(n1ϕ)wα(ϕ)

∣∣∣∣
2

. (9.12)

Поскольку поле над пластиной существует лишь в течение време-
ни пролета сгустком пластины (∆t ∼ l/c), взаимодействие коле-
баний с пластиной существенно однооборотно. По этой причине
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суммирование по n в (9.12) заменено интегрированием. Для уль-
трарелятивистских частиц (γ À 1) подстановка в (9.12) Ωmn из
(9.11) приводит к выражению

δm,α = −Nr0c

2γνz

〈
mz

∂|Um|2
∂a2

z

〉(
θ0

π

)2 ∫ ∞

−∞
dν+(mzνz + ν+)

×
(

sin θ0ν+

ν+θ0

)2 ∣∣∣∣
∫ ∞

0
dϕ

√
ϕρ(ϕ)J0(n1ϕ)wα(ϕ)

∣∣∣∣
2

. (9.13)

Если величина ϕb определяет длину пучка (lb = 2R0ϕb), так что
ρ(ϕ) спадает после ϕ ' ϕb, то из выражения (9.13) видно, что ос-
новной вклад в интеграл по n дают гармоники интервала |n|ϕb ≤
1. Поэтому, если длина сгустка мала (lb ¿ l, lbd ln νz/dR0 ¿ 1), то
в основной области интегрирования (|n|θ0 < 1) мы можем заме-
нить функцию J0(n1ϕ) ее значением в нуле (J0 ' 1). После этого
интегрирование по ν+ выполняется элементарно:

∫ ∞

−∞
dν+(mzνz + ν+)

(
sin θ0ν+

ν+θ0

)2

=
πmzνz

θ0
,

а подстановка этого выражения в (9.13) дает

δm,α = −Nr0c

2γ

〈
m2

z

∂|Um|2
∂a2

z

〉
l

Π

∣∣∣∣
∫ ∞

0
dϕ

√
ϕρ(ϕ)wα(ϕ)

∣∣∣∣
2

. (9.14)

По порядку величины wα ∼ √
ϕρ. Тогда, учитывая что

∫ ∞

0
dϕϕρ(ϕ) = 1,

получаем следующую оценку декрементов быстрого затухания мод

δm,α = −Nr0c

2γ

〈
m2

z

∂|Um|2
∂a2

z

〉
l

Π
. (9.15)
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Как упоминалось в §(5.2), в тех случаях, когда возбуждение
наведенных полей поперечным током пучка пренебрежимо мало,
взаимодействие (дипольных) когерентных колебаний с окружаю-
щими электродами может описываться в терминах поперечных
импедансов связи. При этом согласно (5.48) и (5.26) имеем

gmn(ωmn) =
ω0

2Π
Z⊥n (ωmn), ωmn = ω0(mzνz + n), (9.16)

а, например, уравнение (6.11) переписывается в виде (mz = ±1)

δm = mz
Ne2ω0

4πpνz

∫ ∞

−∞
dnIm

[
Z⊥n (ωmn)

]
h(n|w), (9.17)

где

h(n|w) =
∣∣∣∣
∫ ∞

0
dϕ

√
ϕρ(ϕ)J0(n1ϕ)wα(ϕ)

∣∣∣∣
2

.

Поскольку

ImZ⊥n (−ω) = −ImZ⊥n (ω), Jm(−x) = (−1)mJm(x),

а
n1 = n + mzνz +

dνz

d lnω0

то для локализованных наведенных полей (Zn(ω) = Z(ω)) из
(9.17) получаем, что декремент колебаний обращается в нуль, ес-
ли зануляются длина пучка ϕb, либо хроматизм машины ζ =
ϕbdνz/d lnω0. Таким образом, в случае локализованного взаимо-
действия в декременте отсутствует слагаемое, описывающее эф-
фект быстрого затухания. Причина этого понятна – эффект быст-
рого затухания обязан действию на пучок силы реакции излуче-
ния (вообще, радио или СВЧ волн) в окружающие электроды, а
для этого пучок должен пройти с полем по крайней мере рассто-
яние равное длине формирования излучения.
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Для вакуумной камеры круглого сечения радиуса l⊥ попереч-
ный и продольный импедансы связаны соотношением (5.50). То-
гда 3

δm,α = mz
Ne2ω0R

2
0

4πpvνzl2⊥

∫ ∞

−∞
dn

Re{Z‖n(n + mzνz)}
n + mzνz

h(n|w). (9.18)

Если длина сгустка мала, то снова полагаем в (9.18) J0 ' 1 и
wα ∼ √

ϕρ. Тогда требование δm,α > 0 позволяет записать условие
устойчивости дипольных вертикальных бетатронных колебаний в
следующем виде

∫ ∞

0
dn

[
Re{Z‖n(n + νz)}

n + νz
− Re{Z‖n(n− νz)}

n− νz

]
> 0. (9.19)

Из этих соотношений видно, что при возбуждении наведенных
полей продольным движением условие появления быстрого зату-
хания требует, чтобы вклады в δm разностных резонансов превы-
шали вклады суммовых.

9.1 Задачи к Лекции 9

1. Вычислить линейные плотности заряда, соответствующие рас-
пределению амплитуд синхротронных колебаний ρ(ϕ) = δ(ϕ2 −
ϕ2

0), а также распределению

ρ(ϕ) =
1
ϕ2

0

{
1, ϕ ≤ ϕ0

0, ϕ > ϕ0.

2. Приняв

ρ(ϕ) =
1
ϕ2

0

{
1, ϕ ≤ ϕ0

0, ϕ > ϕ0.

3В последнем уравнении отношение Zn(ω)/ω ∝ Gmn(ω) является несингу-
лярной функцией ω при ω = 0.
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вычислить декременты синхротронных колебаний короткого (R0ϕ0 ¿
l), ультрарелятивистского сгустка, взаимодействующего с согла-
сованной пластиной.

10 Head-Tail эффект

Другой важный класс однооборотных эффектов связан с взаимо-
действием частиц сгустка посредством наведенных ими полей и с
возбуждением когерентных синхробетатронных колебаний сгуст-
ка (mc 6= 0) (К. Пеллегрини и М. Сэндс 1969 [10, 11]). Для того,
чтобы пояснить характер протекающих в пучке явлений обсудим
результат взаимодействия посредством наведенных полей каких-
либо двух частиц. Положим, что в начальный момент частицы 1
и 2 занимают крайние продольные положения на своих фазовых
траекториях синхротронных колебаний, а наведенные ими поля
затухают намного быстрее периода обращения в машине. Если
частица 1 находится впереди, то из-за запаздывания наведенных
полей она возмущает колебания частицы 2, тогда как частица 2 не
возмущает колебаний частицы 1. Сила, возмущающая (бетатрон-
ные) колебания частицы 2, пропорциональна (вертикальному) от-
клонению частицы 1, а коэффициент пропорциональности выра-
жается через поперечный импеданс связи [F1,2 ∝ z1w(s1 − s2) см.
также Рис.17]. Через половину периода синхротронных колебаний
частицы 1 и 2 займут в сгустке такие положения, когда частица
2 окажется впереди частицы 1 и соответственно начнет раскачи-
вать ее колебания с силой F2,1 ∝ z2w(s2− s1). Таким образом, из-
за запаздывания полей колебания головных частиц сгустка будут
раскачивать колебания частиц, расположенных в хвосте сгустка, а
синхротронные колебания частиц замыкают обратную связь коле-
баний отдельных частей сгустка. При определенных условиях это
может приводить к неустойчивости когерентных колебаний пуч-
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ка. По предложению авторов (К. Пеллегрини и М. Сэндс) такая
неустойчивость получила название head-tail эффекта, или head-
tail неустойчивости.

s

12

F1,2(z, s) ∼  z1w(s1-s)

zF2,...(z,s)

Рис. 17: К задаче о взаимодействии частиц сгустка посредством
наведенных в окружающих электродах полей.

В этой лекции мы обсудим задачи, в которых пороговые токи
неустойчивостей (либо просто токи сгустков) таковы, что величи-
ны когерентных сдвигов частот мод (∆ωm = ω − mzωz − mcωc)
малы по сравнению с частотой синхротронных колебаний. При
этом синхробетатронные колебания сгустка хорошо разделены по
mc, а их амплитуды и спектры собственных частот определяются
уравнением (8.6). Для упрощения вычислений, а также для иллю-
страции методов вычисления собственных частот и декрементов
колебаний, воспользуемся моделью, в которой бетатронные коле-
бания дипольны, а величины когерентных сдвигов частоты опре-
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деляются выражениями

Ωmn =
iΩm

π[n + mzνz + i0]
. (10.1)

При этом уравнение (8.6) записывается в виде

∆ωmχm = ρ(ϕ)
∫ ∞

−∞

dn

π

iΩm

n−mzζ + i0
Jmc(nϕ)

×
∫ ∞

0
dϕ′ϕ′Jmc(nϕ′)χm(ϕ′). (10.2)

Здесь символ calP означает вычисление интеграла в смысле глав-
ного значения, ζ = dνz/d ln ω0 – хроматизм кольца, а параметр Ωm

характеризует силу взаимодействия. Эта величина может быть
выражена через импеданс связи пучка с электродами. Действи-
тельно, согласно уравнению (5.47) величины когерентного сдвига
частоты несгруппированного, монохроматического пучка и попе-
речного импеданса соотносятся согласно формуле

Ωm,n(ω) = mz
Ne2ωs

4πpνz
Z⊥(ω),

или с использованием, например, (5.50)

Ωm,n(ω) = mz
Ne2ωs

2πpv

R2
0

2νzl2⊥

[
−iZ‖(ω)
(ω/ωs)

]
.

Сравнение этого соотношения и уравнения (10.1) позволяет напи-
сать

Ωm = −mz
Ne2ωs

2pv

R2
0

2νzl2⊥
Z‖(ω). (10.3)

Отсюда следует, что Ωm является действительным числом, если
импеданс связи чисто резистивный (Z‖(ω) = Z0). Поскольку для
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пассивных систем Z0 > 0, из (10.3) следует, что знак Ωm противо-
положен знаку mz (mzΩm < 0).

Если величина хроматизма не велика так, что ζϕb ¿ |mc|
(ϕb = lb/2R0), а |mc| ≥ 1, то уравнение (10.2) можно существенно
упростить. Действительно, с помощью формулы

∫ ∞

−∞

dx(. . .)
x + i0

= P
∫ ∞

−∞

dx(. . .)
x

− iπ

∫ ∞

−∞
dx(. . .)δ(x)

перепишем (10.2) в виде

χm =
iΩmρ(ϕ)
π∆ωm

P
∫ ∞

−∞

dnJmc(nϕ)
n− ζ

∫ ∞

0
dϕ′ϕ′Jmc(nϕ′)χm(ϕ′)

− Ωmρ(ϕ)
∆ωm

Jmc(ζϕ)
∫ ∞

0
dϕ′ϕ′Jmc(ζϕ′)χ(ϕ′). (10.4)

В области ϕb|ζ| ¿ |mc| второе слагаемое в правой части этого
уравнения пропорционально (ζϕb)|mc| ¿ 1. Для вычисления спек-
тра колебаний в первом приближении по ϕb|ζ| вкладом этого сла-
гаемого можно пренебречь. Разложение же первого слагаемого в
ряд по степеням ϕbζ приводит к уравнению

∆ωmχm = ρ(ϕ)
iΩmmzζ

π
P

∫ ∞

−∞

dnJmc(nϕ)
n2

×
∫ ∞

0
dϕ′ϕ′Jmc(nϕ′)χm(ϕ′), (10.5)

или, после определения ∆ωm = 2ΛmiΩmmzϕbζ/π и wm = χm

√
ϕ/ρ,

Λmwm =
∫ ∞

0
dϕ′K(ϕ, ϕ′)wm(ϕ′),

K(ϕ, ϕ′) =
√

ϕϕ′ρ(ϕ)ρ(ϕ′)
∫ ∞

0

dn

ϕbn2
Jmc(nϕ)Jmc(nϕ′). (10.6)
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Теперь заметим,что ядро полученного уравнения помимо симмет-
рии по ϕ и ϕ′ является положительно определенным в том смысле,
что

J(w) =
∫ ∞

0
dϕdϕ′w(ϕ)K(ϕ,ϕ′)w(ϕ′) ≥ 0.

Все собственные числа такого уравнения положительны и мини-
мизируют функционал J(w) таким образом, что если Λα и wα яв-
ляются собственным числом и соответствующей ему собственной
функцией, то

Λα = min{J(w)} = lim
w→wα

J(w),
∫ ∞

0
dϕw2(ϕ) = 1. (10.7)

Это утверждение позволяет проводить вычисление собственных
функций и частот не решая непосредственно уравнение (10.6). В
качестве иллюстрации проведем расчет декрементов основного со-
стояния для случая, когда

ρ(ϕ) = 2
exp[−ϕ2/ϕ2

b ]
ϕ2

b

(10.8)

и, соответственно,

K(u, u′) = 2 exp
(
−u2 + u′2

2

)√
uu′

∫ ∞

0

dx

x2
Jmc(xu)Jmc(xu′).

Согласно общим теоремам анализа собственная функция основ-
ного состояния не должна иметь корней везде исключая точку
ϕ = 0. С учетом этого обстоятельства и из явного выражения для
K(u, u′) мы выберем пробную функцию w в виде (m = |mc|)

wm = Amum+1/2e−βu2/2, A2
m =

2βm+1

m!
. (10.9)
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Параметр β подбирается так, чтобы минимизировать интеграл
J(w). Вычислив J(w) при заданном β, получим

J =2A2
m

∫ ∞

0

dx

x2

(∫ ∞

0
duum+1Jm(xu) exp

[
−u2

2
(1 + β)

])2

=
2A2

m

(1 + β)2m+2

∫ ∞

0
dxx2m−2 exp

(
− x2

1 + β

)

=
2βm+1

(1 + β)m+5/2

Γ(m− 1/2)
m!

. (10.10)

Функция J(β) достигает минимального значения при β = 2(m +
1)/3. Подстановка этого значения в (10.9) и (10.10) приводит к
выражениям

wm = Amum+1/2e−(m+1)u2/3, (10.11)

Λm ≥ [Λm]min

[Λm]min =
3
√

3√
2

Γ(m− 1/2)
m!

(m + 1)m+1

(m + 5/2)m+5/2
. (10.12)

Верхняя граница Λm определяется суммой собственных чисел урав-
нения (10.6):

ΛΣ =
∫ ∞

0
duu2e−u2/2

∫ ∞

0

dx

x2
J2

m(x) =
1√
2π

4
4m2 − 1

. (10.13)

Таким образом, декременты (δ = −Imω) синхробетатронных
мод короткого сгустка оцениваются выражениями:

δm = −2ϕbζ

π
ΛmRe(mzΩm), |mc| 6= 0,

[Λm]min ≤ Λm ≤ 1√
2π

4
4m2 − 1

. (10.14)
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Подставив в последнее выражение Ωm из (10.3), получим

δm = Λm
Ne2ωsZ0

2πpv

βzlb
2l2⊥

dνz

d ln ω0
, βz ' R0

νz
. (10.15)

Замена R0/νz на βz проведена не случайно. Такой результат сохра-
няется и при более общем рассмотрении. Зависимость декремен-
та head-tail неустойчивости от β-функции в месте расположения
электродов описывает тот факт, что эта неустойчивость связана
с возбуждением полей продольным движением сгустка.

Величина δm в (10.14) будет положительна и, следовательно,
синхробетатронные моды будут устойчивы, если Re(mzΩm)ζ < 0.

Для вычисления декремента бетатронной моды удобно вос-
пользоваться следующими соображениями. Поскольку

∞∑
mc=−∞

J2
mc

(x) = 1,

легко видеть, что сумма декрементов бетатронной моды и всех
синхробетатронных мод уравнения (10.2) равна нулю:

∞∑
mc=−∞

δmc = ΩmP
∫ ∞

−∞

dn

n−mzζ
= 0. (10.16)

Поэтому пишем
δmz ,0 = −

∑

mc 6=0

δmz ,mc . (10.17)

10.1 Задачи к Лекции 10

1. Приняв ρ(ϕ) = δ(ϕ2−ϕ2
0) вычислить декременты вертикальных

синхробетатронных мод (ω ' mzωz + mcωc) короткого, ультраре-
лятивистского сгустка, взаимодействующего с согласованной пла-
стиной. Длина пластины l, R0ϕ0 ¿ l, разбросом частот бетатрон-
ных и синхротронных колебаний пренебречь.
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2. Для описанного модельного импеданса найти условия устойчи-
вости когерентных колебаний сгустка составленного из двух ча-
стиц заряда Ne/2 каждая и совершающих противофазные син-
хротронные колебания с амплитудой ϕ0.
3. Воспользовавшись свойством экстремальности собственных зна-
чений интегральных уравнений с положительно определенным и
симметричным ядром и приняв

ρ(ϕ) = 2
exp(−ϕ2/ϕ2

0)
ϕ2

0

вычислить декременты синхротронных колебаний основного со-
стояния короткого (R0ϕ0 ¿ l), ультрарелятивистского сгустка,
взаимодействующего с согласованной пластиной.

11 Связь синхробетатронных мод

1. Еще один вид неустойчивостей когерентных колебаний сгуст-
ка, носящих глобальный характер, может вызываться связью син-
хробетатронных мод пучка (Р. Кохаупт 1980 [13]). Ясно, что такие
неустойчивости будут проявляться лишь при достаточно больших
токах, когда величины когерентных сдвигов частот отдельных
синхробетатронных мод сравниваются, или превышают частоту
синхротронных колебаний 4. Как упоминалось в §5, в таких усло-
виях мы не можем пренебречь в уравнении (5.18) связью мод с от-
личающимися mc. В результате, спектры когерентных колебаний
пучка определяются следующей бесконечной системой связанных

4Такая связь может также вызываться разбросами частот бетатронных и
синхротронных колебаний превышающими, либо сравнимыми с ωc
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интегральных уравнений

(∆ωm −mcωc)χm = ρ(ϕc)
∫ ∞

−∞
dnΩm(n)Jmc(n1ϕ)

∞∑
mc=−∞

∫ ∞

0
dϕ′ϕ′Jm′

c
(n1ϕ

′)χm′(ϕ′) (11.1)

Поскольку такая система уравнений не может быть решена в об-
щем виде, ниже мы рассмотрим модель, в которой

ρ(ϕ) = δ(ϕ2
0 − ϕ2), Ωm(n) =

iΩm

π(n + i∆)
, (11.2)

а хроматичность фокусировки равна нулю (dνz/dωs = 0).
Поскольку в рассматриваемой модели

χm(ϕ) = Cmδ(ϕ2
0 − ϕ2), (11.3)

интегральные уравнения (11.1) заменяются бесконечной системой
алгебраических уравнений для амплитуд Cm

(∆ωm −mcωc)Cm =
iΩm

π

∞∑

m′
c=−∞

Cm′

∫ ∞

−∞

dn

n + i∆
Jmc(nϕ0)Jm′

c
(nϕ0), (11.4)

Вводя обозначения

x =
∆ωm

ωc
, w =

Ωm

ωc
,

мы перепишем эту систему в виде

(x−mc)Cm =
iw

π

∞∑

m′
c=−∞

Cm′

∫ ∞

−∞

dn

n + i∆
Jmc(n)Jm′

c
(n). (11.5)
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11.1 Связь соседних мод

Хотя дисперсионное уравнение системы (11.5) может быть най-
дено точно, полезно начать изучение особенностей решений этой
системы в области |w| < 1. Мы ожидаем, что неустойчивость ко-
лебаний связана с сближением частот синхробетатронных мод. В
рассматриваемой модели, в области 0 ≤ w ≤ 1 это может происхо-
дить из-за приближения частоты бетатронной моды (ω ≈ ωz+Ωm)
к частоте первой синхробетатронной моды (ω ≈ ωz +ωc). Предпо-
лагая, что это сближение может быть учтено по теории возмуще-
ний, перепишем систему (11.5), оставив в ней лишь те слагаемые,
которые описывают связь этих мод

xC0 =
iw

π

[
C0

∫ ∞

−∞
dn

J2
0 (n)

n + i∆
+ C1

∫ ∞

−∞
dn

J0(n)J1(n)
n + i∆

]
,

(x− 1)C1 =
iw

π

[
C0

∫ ∞

−∞
dn

J0(n)J1(n)
n + i∆

+ C1

∫ ∞

−∞
dn

J2
1 (n)

n + i∆

]
.

(11.6)

Учитывая теперь, что

lim
∆→0

1
n + i∆

= P 1
n
− iπδ(n),

а также, что J0(n) является четной, а J1(n) – нечетной функцией,
мы можем переписать уравнения (11.6) в виде

(x− w)C0 = i
4w

π2
C1,

(x− 1)C1 = i
4w

π2
C0. (11.7)

В последние уравнения подставлено численное значение интегра-
ла ∫ ∞

−∞

dn

n
J0(n)J1(n) =

4
π

.
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Согласно уравнениям (11.7), частоты связанных мод определяют-
ся уравнением

(x− w)(x− 1) = −16w2

π4
, (11.8)

с корнями

x1,2 =
1 + w

2
±

√
(1− w)2

4
− 16w2

π4
. (11.9)

Обе моды устойчивы при выполнении условия

(1− w)2 − 64w2

π4
≥ 0. (11.10)

Знаку равенства соответствует порог неустойчивости. Можно ви-
деть, что полученное условие устойчивости колебаний вообще не
зависит от знака Ωm. Если Ωm < 0, то неустойчивыми оказывают-
ся бетатронная и (-1)-я синхробетатронная моды. Поскольку факт
появления неустойчивых мод не зависит от знака w, пороговое со-
отношение можно записать в виде

|w| ≤ wth, wth =
1

1 + 8/π2
≈ 0.552. (11.11)

Выше этого порога частоты связанных мод совпадают (см. на
Рис.18), а одна из мод колебаний становится неустойчивой.

Отметим, что хотя неустойчивость из-за связи синхробетатрон-
ных мод является однооборотной и обусловлена быстрозатухаю-
щими наведенными полями, эта неустойчивость относится к неустой-
чивостям динамического типа. Поэтому условие устойчивости огра-
ничивает допустимую величину когерентного сдвига частоты ко-
лебаний, а инкремент неустойчивой моды вблизи порога неустой-
чивости увеличивается пропорционально

√
|w| − wth.
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Рис. 18: Зависимости когерентных сдвигов частоты бетатронной
и первых синхробетатронных мод от тока пучка (Ωm)

11.2 Влияние затухания мод

Если ∆1 и ∆0 сдвиги частот связанных мод, то неустойчивы моды,
для которых выполняется "условие суммового резонанса"

ωc ≈ ∆1 + ∆0.

По этой причине для демпфирования неустойчивости необходимо
демпфирование обеих связанных мод. Пусть, например, λ0 декре-
мент бетатронной, а λ1 – синхробетатронной моды. Тогда уравне-
ние (11.8) принимает вид

(x− w + iλ0)(x− 1 + iλ1) = −16w2

π4
. (11.12)
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Такое уравнение имеет корни

x1,2 =
1 + w − iΛ+

2
±

√
(1− w − iΛ−)2

4
− 16w2

π4
, (11.13)

где Λ± = λ1±λ0. Соответственно, декременты колебаний опреде-
ляются выражениями

− Imx =
Λ+

2
±

√√√√√1
2




√
X2 +

Λ2−(1− w)2

4
−X


, (11.14)

X =
(1− w)2 − Λ2−

4
− 16w2

π4
.

Как видно из этих выражений, наиболее простым является слу-
чай, когда декременты бетатронной и синхробетатронной мод рав-
ны (λ0 = λ1 = λ). При этом вместо (11.13) пишем

x1,2 = −iλ +
1 + w

2
±

√
(1− w)2

4
− 16w2

π4
,

а пороговый ток определяется равенством

λ2 =
(1− w)2

4
− 16w2

π4
.

При произвольных величинах λ0 и λ1, но положительном значе-
нии величины Λ+, оба декремента положительны при выполнении
условия

Λ+

2
≥

√√√√√1
2




√
X2 +

Λ2−(1− w)2

4
−X


.
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Возведя обе части этого неравенства в квадрат и проводя неслож-
ные преобразования

Λ2
+

4
+

X

2
≥ 1

2

√
X2 +

Λ2−(1− w)2

4
,

(
Λ2

+

4
+

X

2

)2

− X2

4
≥ Λ2−(1− w)2

16
,

Λ2
+

(
Λ2

+

4
+ X

)
≥ Λ2−(1− w)2

4
,

Λ2
+

(
(1− w)2

4
+ λ0λ1 − 16w2

π4

)
≥ Λ2−(1− w)2

4
,

получим

(1− w)2
λ0λ1

Λ2
+

+ λ0λ1 − 16w2

π4
≥ 0. (11.15)

Если один из декрементов равен нулю (λ0λ1 = 0), это условие
всегда нарушено. Поэтому, как уже говорилось, для стабилиза-
ции неустойчивости связанных мод необходимо демпфирование
обеих мод. При выполнении условия (11.15) бетатронная и первая
синхробетатронная моды затухают. Это, однако, только отодви-
гает порог неустойчивости, который теперь будет определяться
присоединением к моде второй синхробетатронной моды. Повы-
шение порога устойчивости новой конфигурации, в свою очередь,
потребует демпфирования этой моды.

11.3 Точное решение для монохроматического сгуст-
ка

Возвращаясь к решению полной системы уравнений (11.5) заме-
тим, что если воспользоваться соотношениями

Jm(0) = δm,0, Jm(−n) = (−1)mJm(n),
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J−m(n) = (−1)mJm(n)

и
π

2
(m2 −m′2)

∫ ∞

0

dn

n
Jm(n)Jm′(n) = sin

[π

2
(m−m′)

]
,

то этим уравнениям можно придать следующий вид

(x− w)C0 = iW

∞∑

k=0

C−
2k+1

(2k + 1)2
, (11.16)

C−
2k+1 = iW

2x

x2 − (2k + 1)2


 C0

(2k + 1)2
+

∞∑

p=1

C+
2p

(2k + 1)2 − 4p2


 ,

(11.17)

C+
2p = iW

2x

x2 − 4p2

∞∑

k=0

C−
2k+1

(2k + 1)2 − 4p2
. (11.18)

Здесь W = (4w/π2) а

C+
2k = C2k + C−2k, C−

2k+1 = C2k+1 − C−(2k+1).

Полученная система уравнений может быть решена точно (на-
пример, [14]) в том смысле, что она позволяет найти собственные
векторы и дисперсионное уравнение задачи. Действительно, под-
ставляя (11.18) в (11.17), перепишем это уравнение в виде

C−
2k+1 = iW

2x

x2 − (2k + 1)2

[
C0

(2k + 1)2
+

∞∑

k′=0

C−
2k′+1

×
∞∑

p=1

2iWx

[(2k + 1)2 − 4p2][x2 − 4p2][(2k′2 − 4p2]


 . (11.19)
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Учитывая, что

∞∑

p=1

1
α2 − 4p2

=
π

4α

[
cot

πα

2
− 2

πα

]
,

выполним суммирование по p:

∞∑

p=1

1
[(2k + 1)2 − 4p2][x2 − 4p2][(2k + 1)2 − 4p2]

= − 1
2x2(2k + 1)2(2k′2

+
π

4x

cot(πx/2)
[x2 − (2k + 1)2][x2 − (2k′2]

.

Используя это выражение, вместо (11.19) получаем

C−
2k+1 = − 2W 2

(2k + 1)2[x2 − (2k + 1)2]
w

x− w

∞∑

k′=0

C−
2k′+1

(2k′2

−W 2 πx cot(πx/2)
[x2 − (2k + 1)2]2

∞∑

k′=0

C−
2k′+1

x2 − (2k′2
. (11.20)

Решения последних уравнений очевидны:

C−
2k+1 =

A(x)
(2k + 1)2[x2 − (2k + 1)2]

+
B(x)

[x2 − (2k + 1)2]2
. (11.21)

Подстановка этой формулы в (11.20) приводит к дисперсионному
уравнению задачи

1− x

w
= 2W 2V1(x)−

(
2W 4πx cot(πx/2)V 2

2 (x)
1 + W 2πx cot(πx/2)V3(x)

)
. (11.22)
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Здесь

V1(x) =
∞∑

k=0

1
(2k + 1)4[x2 − (2k + 1)2]

,

V2(x) =
∞∑

k=0

1
(2k + 1)2[x2 − (2k + 1)2]2

, (11.23)

V3(x) =
∞∑

k=0

1
[x2 − (2k + 1)2]3

. (11.24)

С использованием соотношения

tan
πx

2
=

4x

π

∞∑

k=0

1
(2k + 1)2 − x2

,

функции V1,V2 and V3 могут быть выражены через тригонометри-
ческие функции.

11.4 Влияние затухания Ландау

В заключение этого раздела обсудим влияние затухания Ландау
на устойчивость связанных синхробетатронных мод (например, в
[15]). В используемой здесь модели и для дипольных поперечных
колебаний оно описывается уравнениями:

C0[1− wF (x)] =
4iw

π2

∞∑

k=0

C2k+1M2k+1

(2k + 1)2
,

C2k+1 =
4iw

π2

C0F (x)
(2k + 1)2

+
4iw

π2

∞∑

p=1

C2pM2p

(2k + 1)2 − 4p2
, (11.25)

C2p =
4iw

π2

∞∑

k=0

C2k+1M2k+1

(2k + 1)2 − 4p2
, (11.26)
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C−2k−1 = −C2k+1, C−2p = C2p,

где Mp = F (x− p) + F (x + p), а

F (ω) = −
∫ ∞

0
dI

I∂f0/∂I

ω − ωz(I)
, Imω > 0.

Эти уравнения, однако, не могут быть решены так же легко, как
те, что описывали спектры колебаний в отсутствие разброса ча-
стот. По этой причине ниже мы перейдем к изучению решений
приближенных уравнений, которые получаются обрывом систе-
мы (11.25) на некотором mc = M . В последнем случае уравнения
(11.25) заменяются следующими

M∑

m′
c=0

Qmc,m′
c
(x)Cm′

c
= 0,

а дисперсионное уравнение записывается в виде

Φ(x) = det(Q(x)) = 0. (11.27)

Условие устойчивости мод, описываемых этим уравнением может
быть получено с помощью так называемого критерия Найквиста.
Этот критерий основан на вычислении набега фазы Φ(x) при из-
менении x вдоль (и слегка выше) действительной оси. Если функ-
ция распределения пучка является несингулярной функцией I, то
F и Φ – также несингулярные функции в верхней полуплоскости
комплексной переменной x. По этой причине, а также поскольку

lim
|x|→∞

Φ(x) = 1,

число корней дисперсионного уравнения в верхней полуплоскости
x равно упомянутому набегу фазы Φ, деленному на 2π. Функция
Φ(x) отображает действительную ось x в некоторую замкнутую
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Рис. 19: Годограф Φ(x) для дисперсионного уравнения (11.27). 1:
ωc = 3× δωz, Ωm = 1.7× δωz; 2: ωc = 3× δωz, Ωm = −1.7× δωz.

кривую в плоскости комплексной переменной Φ (так называемый
годограф Φ). Критерий Найквиста утверждает, что моды устой-
чивы, если годограф Φ не охватывает начало координат.

Для упрощения вычислений мы рассмотрим один из наиболее
простых случаев, когда ωz линейно изменяется с I (ωz = ωz0 +
κI, κ = ∂ωz/∂Iz), а f0 является показательной функцией (f0 =
exp(−I/I0)/I0). При этом

F (x) =
∫ ∞

0
du

ue−u

x− zu + i∆
, z =

δωz

ωc
, δωz = κI0,

= ve−v[Ei(v)− iπθ(v)]− 1, v = x/z, (11.28)
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Рис. 20: Граница области устойчивости связанных синхробета-
тронных мод (точки), вычисленная с учетом разброса частот бе-
татронных колебаний (ωz = ωz0 + Iz(∂ωz/∂Iz)). Сплошная линия
представляет границу области устойчивости, определяемую усло-
вием (11.11). Колебания неустойчивы в областях 1 и 3.

где Ei(x) так называемая интегральная показательная функция

Ei(x) = −
∫ ∞

−x
dt

e−t

t
,

а

θ(x) =
{

1, x > 1,
0, x < 0.

Два таких годографа приведены в качестве примера на Рис.19.
Как видно, годограф 1, соответствующий положительному ко-
герентному сдвигу частоты, не окружает начала координат, что

124



соответствует устойчивым модам. Численное значение w в этом
случае не противоречит порогу в (11.11). В противоположность
этому, годограф 2 на Рис.19, вычисленный для такого же по ве-
личине но отрицательного w соответствует неустойчивым колеба-
ниям. Несимметрия поведения мод для положительных и отрица-
тельных Ωm обязана принятой здесь упрощенной модели нелиней-
ности бетатронных колебаний. Напомним, что аналогичное пове-
дение имеет граница области устойчивости несвязанных синхро-
бетатронных мод (например, на Рис. 14). В более реалистической
модели, учитывающей зависимости ωz от Iz и Ix, например (6.17):

ωz = ωz0 +
(

∂ωz

∂Iz

)

0

Iz +
(

∂ωz

∂Ix

)

0

Ix,

такая несимметрия может оказаться менее выраженной за счет
сближения парциальных разбросов частот Iz0|(∂ωz/∂Iz)0| и Ix0

|(∂ωz/∂Iz)0|.
Изучение поведения годографов при изменении Ωm и ωc поз-

воляет построить границу области устойчивости, соответствую-
щую дисперсионному уравнению (11.27). Как уже говорилось, она
несимметрична относительно оси Ωm = 0 (Рис.20). Кроме того,
ширина полосы, в которой колебания затухают, увеличивается
(при Ωm > 0) в областях, где ωc À δωz, либо ωc ¿ δωz. Для
высоких частот синхротронных колебаний условие устойчивости
асимптотически приближается к определяемому (11.11). Увели-
чение ширины области устойчивости при малых частотах синхро-
тронных колебаний согласуется с аналогичным поведением грани-
цы области устойчивости бетатронных колебаний. Однако, очень
сильное уменьшение частоты синхротронных колебаний (ωc ¿
δωz) может поменять характер развития неустойчивости таким
образом, что поведение отдельных мод становится малосуществен-
ным. Этот случай будет рассмотрен подробнее в следующем раз-
деле.
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Причину неустойчивости бетатронной и первой синхробета-
тронной мод в области ωc À δωz и −1 < w < 0 иллюстрируют
следующие простые вычисления. Если предположить |Ωm| À δωz,
собственные частоты задачи определяются уравнением, аналогич-
ным уравнению (11.8)

1 = wF (x)− 16w2

π4
F (x)[F (x + 1) + F (x− 1)],

= weffF (x), weff = w

(
1− 16w

π4
[F (x + 1) + F (x− 1)]

)
.

(11.29)

В силу принятого предположения можно ожидать, что инкремен-
ты мод будут малы по сравнению с величинами когерентных сдви-
гов частоты. В таких условиях для F можно использовать следу-
ющее приближенное выражение.

F (x) ' 1
x
− iπΛ(x), Λ(x) =

xe−x/z

z
θ(x).

Корни (11.29) пишем в виде x = x0 + iδ, где когерентные сдвиги
частот x0 определяются с помощью невозмущенного дисперсион-
ного уравнения

1− w

x0
+

32w2

π4

1
x2

0 − 1
= 0.

Если w отрицательно, мы должны вычислять инкременты реше-
ний с x0 < 0, что в первом порядке теории возмущений дает

δ = −16|w|
π4z

x0(1 + x0) exp
(−1+x0

z

)

1 + 16|w|
π4

x2
0

(1−x2
0)2

. (11.30)

Последнее выражение всегда положительно, что соответствует неустой-
чивым колебаниям. Мы, однако, должны отметить, что ниже по-
рога, определяемого (11.11), а также при условии, что z ¿ 1 и
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|w| À 1, полученные инкременты неустойчивых мод экспонен-
циально малы. По этой причине можно ожидать, что положение
левой границы области устойчивости будет весьма чувствительно
к проявлению дополнительных механизмов демпфирования коле-
баний 5, которые не учитывались в нашем упрощенном расчете.
Отметим также, что при изменении знака нелинейности магнит-
ного поля κ, область устойчивости отражается относительно оси
ωc. При этом более широкой становится область устойчивости для
Ωm < 0.

11.5 Задачи к Лекции 11

Построить область устойчивости первых связанных вертикаль-
ных синхробетатронных мод для случая, когда ωz(Iz, Ix) = ω0z +
κIx. Функция распределения по амплитудам радиальных бета-
тронных колебаний равна f(Ix) = exp(−Ix/I0x)/I0x. Оценить де-
кременты затухания Ландау связанных мод в области, где коге-
рентный сдвиг частоты существенно превышает разброс частот.

12 Быстрые однооборотные неустойчивости

1. Перейдем к описанию случая, когда |Ωm| À ωc. В этих усло-
виях неустойчивость в пучке развивается настолько быстро, что
за время нарастания колебаний (τm) частицы не успевают замет-
но сместиться по фазам φ (например, для частицы с амплиту-
дой синхротронных колебаний ϕ такое смещение не превышает
∆φ ∼ ωcτϕ ¿ σs, где σs длина сгустка в единицах среднего ради-
уса замкнутой орбиты).

5Например, эффект быстрого затухания бетатронных мод и head-tail по-
давление синхробетатронных мод.
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Развитие быстрых однооборотных неустойчивостей обладает
целым рядом особенностей. Наиболее важной является отсутствие
спектра нормальных колебаний. Физически этот факт заранее
очевиден. Отсутствие перемешивания частиц в пучке за время
развития неустойчивости приводит к разрыванию обратной связи
колебаний головной и хвостовой частей пучка. По этой причине
колебания головных частиц никак не связаны с колебаниями хво-
стовых, что обуславливает отсутствие спектра собственных мод
сгустка.

Первоначально быстрые однооборотные неустойчивости обсуж-
дались в связи с транспортировкой интенсивных пучков в линей-
ных ускорителях (так называемый эффект прерывания пучка).
Позже было выяснено, что аналогичные явления могут иметь ме-
сто и для сгустков в накопителях.

Коль скоро ожидаемые времена развития неустойчивостей ко-
роче периода синхротронных колебаний, уместно в качестве про-
дольных переменных взять (∆p, φ). Для простоты мы проведём
вычисления для дипольных бетатронных колебаний. Тогда в пре-
небрежении продольной подвижностью частиц, основное интеграль-
ное уравнение записывается в виде

(ω − ωm)fm = if (0)
m − λ(φ)

√
Iz

∂F0

∂Iz

∫
dI ′zd∆p′dφ′K(φ− φ′)

√
I ′zfm.

(12.1)
Здесь f0 = λ(φ)F0(Iz, ∆p) – функция распределения в стационар-
ном состоянии, а

K(φ− φ′) =
∫ ∞

−∞
dnΩmnein(φ−φ′). (12.2)

Для упрощения вычислений мы снова воспользуемся моделью, ко-
гда

Ωmn =
iΩm

π(n + mzνz + i0)
. (12.3)
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При этом вычисление интеграла в (12.2) даёт

K(φ) = Ωme−imzνzφ

{
1, φ ≤ 0,
0, φ > 0.

Подстановка этого выражения, а также решений в форме

fm =
if

(0)
m

ω − ωm
− λ(φ)χ(φ)eimzνzφ

√
Iz∂F0/∂Iz

ω − ωm
(12.4)

в уравнение (12.1) приводит к следующему уравнению для новой
неизвестной функции χ:

χ(φ) = iΩm

∫ ∞

φ
d(0)

m (φ′)dφ′ + Λm

∫ ∞

φ
λ(φ′)χ(φ′). (12.5)

Здесь

d(0)
m =

∫
dIzd∆p

√
Izf

(0)
m

ω − ωm
(12.6)

-Фурье-амплитуда начальной линейной плотности дипольного мо-
мента сгустка, а

Λm = −Ωm

∫
dIzd∆p

Iz∂F0/∂Iz

ω − ωm
. (12.7)

В отличие от уравнений, которые нам приходилось решать до это-
го, уравнение (12.5) представляет собой неоднородное интеграль-
ное уравнение Вольтерра. Относительно этих уравнений извест-
но, что однородные интегральные уравнения Вольтерра не имеют
нетривиальных решений. Этим доказывается отсутствие спектров
собственных частот быстрых неустойчивостей.

Уравнение (12.5) решается преобразованием его в дифферен-
циальное уравнение. После дифференцирования обеих частей по-
лучаем

dχ

dφ
= −iΩmd(0)

m − Λmλ(φ)χ. (12.8)
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Записывая
χ = A(φ) exp

(
Λm

∫ ∞

φ
dφ′λ(φ′)

)
,

с использованием граничного условия A(∞) = 0 получаем

A = iΩm

∫ ∞

φ
dφ′d(0)

m (φ′) exp
(
−Λm

∫ ∞

φ′
dφ′′λ(φ′′)

)

или окончательно

χ(φ) = iΩm

∫ ∞

φ
dφ′d(0)

m (φ′) exp

(
−Λm

∫ φ′

φ
dφ′′λ(φ′′)

)
(12.9)

2. Зависимость полученных решений от времени получается
комбинированием выражений (12.4), (12.9) и выполнением обрат-
ного преобразования Фурье:

fm(t) =
∫ ∞

−∞

dω

2π
e−iωtfm(ω).

Анализ решений существенно упрощается в случае, когда можно
пренебречь разбросами частот в пучке. При этом

d(0)
m =

Dm

ω − ωm
, Dm =

∫
dIzd∆p

√
Izf

(0)
m ,

а Λm = Ωm/(ω−ωm). Тогда, например, для амплитуды дипольного
момента

dm =
∫

dIzd∆p
√

Izfm

получаем:

dm(φ, t)eiωmt = Dm(φ) + λ(φ)
∫ ∞

φ
dφ′Dm(φ′)Rm(φ, φ′, t),

Rm(φ, φ′, t) =
∫ ∞

−∞

dω

2π
e−iωtRm(φ, φ′, ω),

Rm(φ, φ′, ω) =
iΩm

ω2
exp

(
−Ωm

ω

∫ φ′

φ
dφ′′λ(φ′′)

)
.

(12.10)
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Входящая в эти соотношения функция Rm(φ, φ′, ω) является ре-
зольвентой интегрального уравнения (12.5). Как известно, для
задач, допускающих нахождение спектра собственных значений,
особенностями резольвенты как функции комплексной перемен-
ной ω являются либо простые полюсы, либо полюсы конечной
кратности. В отличие от этого единственной особой точкой функ-
ции Rm(ω) является существенно особая точка при ω = 0. Это об-
стоятельство еще раз указывает на отсутствие спектра собствен-
ных частот в обсуждаемой задаче. Определённые заключения о
характере развития колебаний даёт разложение функции Rm(ω)
в ряд Тэйлора

Rm(φ, φ′, ω) =
iΩm

ω2

∞∑

k=0

(−ξ)k

k!
1
ωk

, ξ = Ωm

∫ φ′

φ
dφ′′λ(φ′′) (12.11)

В этом уравнении первое слагаемое описывает резонансную рас-
качку частиц в точке φ частицами в точке φ′, как если бы между
ними не было промежуточных частиц. Следующее слагаемое опи-
сывает раскачку частиц в точке φ частицами, расположенными в
промежуточной точке φ < φ′′ < φ′, колебания которых возбужде-
ны резонансной раскачкой частицами в точке φ′. Это приводит к
повышению порядка полюса на единицу и т.д. Таким образом, вы-
ражение (12.11) описывает резонансную раскачку колебаний ча-
стиц в точке φ с учетом коллективной реакции промежуточных
частиц.

Интеграл по ω, определяющий функцию Rm(φ, φ′, t), вычисля-
ется подстановкой разложения (12.11) в (12.10):

Rm(φ, φ′, t) = Ωm

∞∑

k=0

(−ξ)k

k!

∫ ∞

−∞

dω

−2πi

e−iωt

ω(k+2)
. (12.12)
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Используя соотношение

∫ ∞

−∞

dω

−2πi

e−iωt

ω(k+2)
=

1
(k + 1)!

d(k+1) exp(−iωt)
dω(k+1)

∣∣∣∣∣
ω=0

=
(−it)(k+1)

(k + 1)!
,

перепишем (12.12)в виде

Rm(φ, φ′, t) = −iΩmt

∞∑

k=0

(iξt)k

k!(k + 1)!
. (12.13)

Как и ожидалось, на малых интервалах времени (|Ωm|t ¿ 1) это
выражение описывает линейный рост амплитуды колебания, спе-
цифичный для резонансной раскачки. Для выяснения обратной
асимптотики (|Ωm|t À 1) воспользуемся соотношением

J1(z) =
z

2

∞∑

k=0

(−1)k(z/2)2k

k!(k + 1)!
,

где J1(z) функция Бесселя порядка 1. Тогда (12.13) записывается
в виде

Rm(φ, φ′, t) = −iΩmt
J1(2

√−iξt)√−iξt
. (12.14)

Учитывая, что при больших Imz функция J1(z) растет как J1 ∝
exp(Imz), с точностью до неэкспоненциального множителя пишем

Rm(φ, φ′, t) ∝ exp

{√
|Ωm|t

2

∫ φ′

φ
dφ′′λ(φ′′)

}
, |Ωm|t À 1. (12.15)

Как видно из этого выражения, в отличие от синхробетатронных
мод времена нарастания быстрых неустойчивостей определяют-
ся действительной частью Ωm, а также зависят от расстояния до
головной части сгустка. Такое поведение колебаний отражает то
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обстоятельство, что неустойчивость обусловлена резонансной рас-
качкой частиц пучка впереди идущими.

3. Развитие описанной неустойчивости может ограничивать-
ся трением (охлаждением пучка), разбросом частот бетатронных
колебаний частиц 6 а также специальным разведением частот бе-
татронных колебаний частиц по длине сгустка (ωz(φ)). Последний
механизм был предложен для подавления таких неустойчивостей
в линейных ускорителях (В.Е. Балакин, А.В. Новохатский, В.П.
Смирнов, 1978 [16]) и по фамилиям авторов получил название
БНС-подавление (BNS–damping).

Рассмотрим кратко влияние затухания за счет разброса частот
и за счет трения. Для простоты мы предположим, что разброс
частот бетатронных колебаний обусловлен разбросом импульсов
в пучке, а в качестве функции распределения по импульсам возь-
мём лоренцево распределение. Тогда, повторение вычислений п.1
с удержанием усреднения частотных знаменателей по импульсам
приводит к замене в соответствующих формулах частотных зна-
менателей 1/(ω − ωm) на

∫ ∞

−∞

∆
π(∆p2 + ∆2)

d∆p

ω − ωm − ζ∆p
=

1
(ω − ωm + iδm)

,

ζ = mz
dωz

d∆p
, δm = |ζ|∆.

Учитывая это обстоятельство, легко убедиться в том, что, напри-
6Поскольку в задаче отсутствуют собственные моды когерентных колеба-

ний, разбросы частот не приводят к затуханию Ландау колебаний. В случае
быстрых неустойчивостей когерентные колебания затухают за счет процессов
их расфазировки. В интенсивных сгустках взаимодействие частиц вдоль пуч-
ка кумулятивно изменяет характер расфазировки различных частей сгустка
и тем изменяет зависимости амплитуд когерентных колебаний от времени.

133



мер, первое уравнение в (12.10) переписывается в виде

dm(φ, t)eiωmt+δmt = Dm(φ) + λ(φ)
∫ ∞

φ
dφ′Dm(φ′)Rm(φ, φ′, t).

(12.16)
Характер поведения этих решений на малых временах (|Ωm|t ¿ 1)
совпадает с уже обсуждавшимися. На больших временах (δmt À
1), поскольку Rm растёт не быстрее exp(

√
t/τm), величины dm(φ, t)

экспоненциально затухают. Это означает, что даже если |Ωm| >
δm, с течением времени разброс частот абсолютно подавляет раз-
витие неустойчивости. При этом требование отсутствия потерь
пучка лишь устанавливает нижний предел на апертуру вакуум-
ной камеры.

Аналогичным образом действует трение. Разница заключается
лишь в том, что если λz – декремент затухания вертикальных
бетатронных колебаний, то при λz À δm величина δm в (12.16)
должна быть заменена на |mz|λz.

Изучение BNS–подавления вообще требует большего количе-
ства вычислений. Мы приведём критерий устойчивости для спе-
циального случая, когда ωz(φ) = ωz + κφ, линейная плотность
пучка задаётся ступенчатой функцией

λ(φ) =
1
φb

{
1, |φ| ≤ φb/2,
0, |φ| > φb/2,

а начальное отклонение одинаково для всех частиц пучка. Такой
критерий имеет вид

0 ≤ ReΩm

mz∆ωz
≤ 1, ∆ωz = κφb. (12.17)

При нарушении критерия (12.17) колебания в пучке нарастают по
степенному закону.
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12.1 Задачи к Лекции 12

1. Получить дисперсионное уравнение для быстрых вертикальных
когерентных колебаний.
2. Вычислить зависимость от времени быстрых колебаний диполь-
ного момента пучка, взаимодействующего с участком вакуумной
камеры круглого сечения, описываемого импедансом

Zn(ω) = Z0

(
iω0

ω

)s

, 0 < s < 1.

Принять, что линейная плотность пучка определяется выражени-
ем

ρ(s) =
1

2lb

{
1, |s| ≤ lb,
0, |s| > lb.

13 Многооборотные неустойчивости

13.1 Колебания одного сгустка

Изучим теперь особенности спектров колебаний сгустка связан-
ные с неполным затуханием наведенных полей за время оборота
пучка в машине. Как уже упоминалось в §8, в этом случае декре-
менты колебаний представляются суммой слагаемых, описываю-
щих соответственно однооборотные и многооборотные явления. В
качестве примера мы проведем расчет спектра когерентных коле-
баний сгустка, взаимодействующего с отдельной модой резонато-
ра, для которой выполнено соотношение

λk À ωs. (13.1)

Для упрощения вычислений проведем расчет пренебрегая влия-
нием разбросов частот в пучке. С той же целью мы будем предпо-
лагать длину сгустка достаточно малой, чтобы можно было прене-
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бречь возможностью возбуждения синхробетатронных мод и вли-
янием хроматизма машины на устойчивость пучка. Для опреде-
ленности будем говорить о вертикальных дипольных колебаниях,
когда ω ' mzωz (mz = ±1).

При выполнении условия (13.1) все слагаемые в правой части
уравнения (7.6) примерно равнозначны. Поэтому пишем

fm =
∂f0/∂Iz

(ω −mzωz)

∞∑
n=−∞

Ne2mzVmn

ω2
k − (ω + nωs + iλk)2

∫
dΓV ∗

mnfm. (13.2)

Согласно условию (13.1) частоту ω в знаменателе в правой ча-
сти этого уравнения можно заменить невозмущенным значением
mzωz. Учитывая, что Vmn фактически является степенной функ-
цией Iz

Vmn =
√

Izvmn, (13.3)

ищем решение (13.2) в виде

fm = χ(ϕ)Vmn
∂F0

∂Iz
, f0 = F0(Iz)ρ(ϕ).

Это дает следующее уравнение для амплитуд χm

(ω −mzωz)χ = −ρ(ϕ)
∞∑

n=−∞

Ne2mz|vmn|2J0(nϕ)
ω2

k − (mzωz + nωs + iλk)2

×
∫ ∞

0
dϕ′ϕ′J0(nϕ′)χ(ϕ′). (13.4)

Если α нумерует собственные решения этого уравнения, то соб-
ственные частоты (ωα) определяются равенством (6.11), которое
здесь можно переписать в виде:

ωα −mzωz = −
∞∑

n=−∞

Ne2mz|vmn|2hnα

ω2
k − (mzωz + nωs + iλk)2

, (13.5)
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где

hnα =
∣∣∣∣
∫ ∞

0
dϕ

√
ϕρ(ϕ)J0(nϕ)χα(ϕ)

∣∣∣∣
2

. (13.6)

Воспользовавшись формулой суммирования (8.1), представим ωα

суммой однооборотного и многооборотного слагаемых

ωα = (ωα)st + (ωα)mt, (13.7)

где

(ωα)st −mzωz = −
∫ ∞

−∞
dn

Ne2mz|vmn|2hnα

ω2
k − (mzωz + nωs + iλk)2

, (13.8)

а

(ωα)mt −mzωz = −
∑

l 6=0

∫ ∞

−∞
dn

Ne2mz|vmn|2hnαe2πiln

ω2
k − (mzωz + nωs + iλk)2

. (13.9)

Для получения условий устойчивости вычислим декременты ко-
лебаний (δ = −Imω). Согласно (13.7) пишем

δ = δst + δmt. (13.10)

Учитывая, что |vm,n|2 = |vm,−n|2 и hn,α = h−n,α, после простых
преобразований из (13.8) получим

δst = δ− − δ+, (13.11)

где

δ− =
Ne2λk

2ωk

∫ ∞

−∞
dn

|vmn|2hnα

(ωk − ωz − nωs)2 + λ2
k

,

δ+ =
Ne2λk

2ωk

∫ ∞

−∞
dn

|vmn|2hnα

(ωk + ωz − nωs)2 + λ2
k

.
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Из этих выражений видно, что однооборотное слагаемое не ухуд-
шает устойчивости колебаний сгустка (δst > 0), если вклады раз-
ностных резонансов превышают вклады суммовых. Как и должно
быть, однооборотное слагаемое, описывающее реакцию излучения
пучка, пропорционально декременту затухания моды резонатора.

Многооборотное слагаемое декремента определяется выраже-
нием

δmt = Im





∑

l 6=0

∫ ∞

−∞
dn

Ne2mz|vmn|2hnαe2πiln

ω2
k − (mzωz + nωs + iλk)2



 . (13.12)

Для вычисления входящих сюда интегралов заметим, что мас-
штаб изменения vmn по n определяется азимутальной протяжен-
ностью резонатора (θ0), а соответствующий масштаб hnα – длиной
пучка (σb). Если эти длины таковы, что θ0 ¿ 2π и σb ¿ 2πR0, то
интеграл по n в (13.12) может вычисляться замыканием контура
интегрирования в верхнюю или нижнюю полуплоскости перемен-
ной n. Поскольку в верхней полуплоскости подынтегральное вы-
ражение не имеет особенностей, слагаемые с l > 0 не дают вклада
в δmt. Вклады же слагаемых с l < 0 определяются вычетами в
полюсах

n = ±νk − νz − iµk, νk = ωk/ωs, µk = λk/ωs. (13.13)

С использованием естественного предположения, что ωk À ωz, λk,
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вычисление интеграла по n дает

S =
∫ ∞

−∞
dn

|vmn|2hnαe2πiln

ν2
k − (mzνz + n + iµk)2

= −2πi|vm,νk
|2hνk,α exp[−2πlµk + 2πimzνzl]

×
[
exp(−2πilνk)

−2νk
+

exp(2πilνk)
2νk

]

=
2π|vm,νk

|2hνk,α

νk
sin(2πlνk) exp[−2πlµk + 2πimzνzl].

Подстановка этого выражения в (13.12) приводит к следующему
выражению для многооборотного слагаемого декремента

δmt =
Ne2Ts|vm,νk

|2hνk,α

ωk

∞∑

l=1

e−lλkTs sin(2πlνz) sin(2πlνk), (13.14)

где Ts = 2π/ωs период обращения равновесной частицы. При вы-
полнении условия (13.1) ряд по l быстро сходится7. Поэтому знак

7Этот ряд может быть вычислен точно. Записывая

S =

∞∑

l=1

pl sin(2πlνz) sin(2πlνk)

=
1

2

∞∑

l=0

pl cos(lα−)− 1

2

∞∑

l=0

pl cos(lα+),

где
p = e−λkTs , α± = 2π(νk ± νz),

и используя

S1 =
1

2

∞∑

l=0

pl cos(lα−) =
1

2
Re

( ∞∑

l=0

pleilα−

)
,

а также ∞∑

l=0

pleilα− =
1

1− p exp(iα−)
=

1− p exp(−iα−)

1− 2p cos α− + p2
,
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δmt фактически определяется знаком первого слагаемого:

δmt ' Ne2Ts|vm,νk
|2hνk,α

ωk
e−λkTs sin(2πνz) sin(ωkTs). (13.15)

Отсюда видно, что величина δmt положительна при выполнения
следующего условия устойчивости

sin(2πνz) sin(2πνk) > 0,

или

n− 1− rk

4
≤ νz ≤ n +

1 + rk

4
, n = 0, 1, 2, . . .

rk = sgn(sinωkTs). (13.16)

Зависимость декрементов и условий устойчивости колебаний от
положения рабочей точки обусловлена взаимодействием сгустка
с полями, наведенными на предыдущих оборотах, и вообще свой-
ственна многооборотным эффектам.

13.2 Многосгустковые моды

По многим причинам пучки частиц в накопителях могут быть
составлены из сгустков. Взаимное расположение сгустков вдоль
замкнутой орбиты диктуется кратностью ВЧ-системы накопите-
ля, а также характером решаемой таким разбиением физической
задачи. Вместе с тем, наиболее часто используются пучки, в кото-
рых сгустки более или менее равномерно заполняют замкнутую

получаем

S =
1

2

1− p cos α−
1− 2p cos α− + p2

− 1

2

1− p cos α+

1− 2p cos α+ + p2
.

Это выражение ещё раз показывает, что условие устойчивости колебаний
δmt > 0 требует превышения вкладов в декременты разностных резонансов
над вкладами суммовых.
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орбиту, а число частиц в сгустках мало меняется при переходе
от одного сгустка пучка к другому. Возможность сгустков совер-
шать различные относительные движения под действием наве-
денных полей приводит к появлению у когерентных колебаний
такого пучка дополнительных коллективных мод. Из общих сооб-
ражений ясно, что, если пучок составлен, например, из q сгустков,
то и общее число мод увеличивается в q раз.

Полученные выражения позволяют найти условия устойчиво-
сти и многооборотные части декрементов колебаний пучка, со-
ставленного из идентичных и равномерно распределенных по ор-
бите сгустков. Если кратность ВЧ-системы равна q и все сепара-
трисы заполнены, то число частиц в каждом сгустке равно N/q, а
азимутальное расстояние между ними равно 2π/q. Стационарное
состояние такого пучка симметрично относительно поворота на
угол 2π/q. По аналогии с колебаниями в несгруппированных пуч-
ках такая симметрия приводит к возможности распространения
вдоль пучка колебаний с волновыми векторами

ka =
2πa

q
, a = 0, 1, 2, . . . , q − 1. (13.17)

Эти моды отличаются друг от друга фазированием колебаний от-
дельных сгустков пучка. Так в моде k0 все сгустки колеблются
синфазно, а в моде kq/2 колебания соседних сгустков сдвинуты
на π. Как видно, например, из уравнения (13.15) величина мно-
гооборотной части декремента определяется набегом фазы моды
за период прохождения пучком электродов. Для одного сгустка –
это период обращения частиц в кольце и, стало быть, набег фазы
моды за период равен 2πmzνz.

В случае дипольных колебаний (mz = ±1), модам в (13.17)
соответствуют комбинационные частоты mzωz + aωs, а частота
прохождения пучком электродов равна qωs. При этом, набег фазы
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колебания за период равен

2π(mzωz + aωs)
qωs

= 2π
mzνz + a

q
.

Пусть многооборотная часть декремента одного сгустка опреде-
ляется выражением

δ = mzΦ(2πmzνz), Φ(−x) = −Φ(x). (13.18)

Многооборотные части декрементов q идентичных сгустков, вза-
имодействующих с той же системой электродов, получаются из
этого выражения заменой 2πmzνz на 2π(mzνz + a)/q. Посколь-
ку многооборотная часть декремента определяется полным током
пучка (N), для декрементов мод q идентичных сгустков пишем

δa = qmzΦ
(

2π
mzνz + a

q

)
, a = 0, 1, . . . , q − 1. (13.19)

Если функция Φ при каком-то значении ν может стать отрица-
тельной, то значения ν должны выбираться так, что бы условие
устойчивости mzΦ(2π[mzνz +a]/q) > 0 выполнялось для всех мод.
Пусть, например, условие устойчивости одного сгустка имеет вид
(в уравнении (13.15) это соответствует случаю, когда sin(2πνk) >
0)

0 < νz < 1/2.

В этом случае условие устойчивости мод q идентичных сгустков
записывается в виде

0 < νz + a < q/2, a = 0, 1, . . . , q − 1. (13.20)

Поскольку νz > 0, это условие заведомо нарушается для мод с
a > q/2. Такая неустойчивость цепочки идентичных сгустков обу-
словлена связью их колебаний через наведенные поля. По этой
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причине она может подавляться неравномерным заполнением се-
паратрис, разведением частот колебаний сгустков (в обоих случа-
ях изменяется связь колебаний сгустков), либо усилением быстро-
го затухания в однооборотных частях декрементов. В частности,
это может быть достигнуто использованием достаточно широко-
полосных (в идеале, односгустковых) демпфирующих систем об-
ратных связей.

В накопителях с заметной нелинейностью фокусирующих по-
лей одновременную устойчивость многосгустковых мод может обес-
печивать их затухание Ландау. Очевидно, что в таком случае зна-
чения комплексных когерентных сдвигов частот всех мод долж-
ны находиться внутри границ областей устойчивости когерентных
колебаний пучка. Напомним, что положения и форма этих гра-
ниц определяются функциями расрпеделения частиц в сгустках.
В случае демпфирования колебаний пучка, состоящего из иден-
тичных сгустков, все граничные кривые совпадают. Поэтому ока-
зывается достаточным поместить комплексные когерентные сдви-
ги частот мод внутрь этой единственной границы области устой-
чивости.

13.3 Задачи к Лекции 13

1. Коллективная реакция пучка вообще изменяет собственные ча-
стоты резонатора и тем расстраивает его от резонансной частоты.
Считая когерентные колебания пучка малыми, вычислить сдвиг
частоты ускоряющего резонатора. Разбросом частот синхротрон-
ных колебаний пренебречь.
2. Считая, что кратность ускоряющего ВЧ-поля велика (q À 1),
вычислить декременты синхротронных колебаний пучка, взаимо-
действующего с основной модой ускоряющего резонатора. Влия-
нием разброса частот синхротронных колебаний пренебречь.
3. Изучить устойчивость бетатронных когерентных колебаний 3-х
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коротких сгустков, движущихся в ВЧ кратности q = 3 (q = 5).
4. Для сгустка нулевой длины получить условия устойчивости
вертикальных когерентных колебаний при его взаимодействии с
вакуумной камерой круглого сечения с конечной проводимостью
стенок.
5. Пренебрегая влиянием разбросов частот, вычислить декремен-
ты когерентных колебаний пучка, взаимодействующего с локали-
зованным импедансом

Z(ω) = Z0(iω0/ω)s, 0 < s < 1.

14 О эффекте удлинения сгустков

Помимо прочего, действие наведенных пучком полей может выра-
жаться в увеличении длины сгустков. Такой эффект наблюдался
на многих накопителях и в большинстве случаев является нежела-
тельным. Вместе с тем, поскольку описание эффекта удлинения
часто требует выхода расчетов за рамки применимости теории
возмущений, последовательная теория этого явления недостаточ-
но развита. Ниже мы рассмотрим несколько примеров, иллюстри-
рующих возможности расчетов, а также некоторые характерные
особенности этого явления.

14.1 Удлинение за счет искажения ВЧ-ямы наведен-
ными полями

1. Наиболее очевидной причиной удлинения сгустка может быть
уменьшение жесткости потенциальной ямы синхротронных коле-
баний наведенными полями пучка. Чтобы упростить расчеты, мы
предположим, что сгусток взаимодействует с локализованным од-
нооборотным элементом. Поэтому наведенное сгустком поле мы
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запишем в следующей форме:

E(φ) = −Ne2ωs

Π

∫ ∞

−∞
dnZnρnein(φ−φs), (14.1)

имея в виду, что Zn на самом деле описывает зависимость наве-
денного поля от времени. Если мощность потерь энергии частицы
на синхротронное излучение есть W (E), то суммарная скорость
изменения энергии частицы равна

dEs

dt
=

eV ωs cosφs

2π
−W (Es)− vs

Ne2ωs

Π

∫ ∞

−∞
dnZnρn,

а значение равновесной фазы (φs) определяется уравнением

eV ωs cosφs

2π
= W + vs

Ne2ωs

Π

∫ ∞

−∞
dnZnρn. (14.2)

Учитывая свойства симметрии (Zn = Z ′n + iZ ′′n)

Z ′n = Z ′−n, Z ′′n = −Z ′′−n,

видим, что в тех случаях, когда ρ(φ) является четной функцией,
только реактивная часть импеданса (Z ′n) вносит вклад в измене-
ние φs.

С учетом наведенных полей синхротронные колебания частиц
описываются уравнениями

dφ

dt
= ∆ω,

d∆ω

dt
+ 2λ∆ω + (ω2

c )0φ =

− Ne2ω2
sαp

Πp

∫ ∞

−∞
dnZnρn(einφ − 1) + X(t). (14.3)

Здесь φ – отклонение фазы частицы от равновесного значения,

∆ω =
ωsαp

pv
∆E , λ =

1
2

∂W

∂Es
,
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(ω2
c )0 = ω2

s

eV sinφsαp

2πpv
(14.4)

– частота синхротронных колебаний частицы при нулевом токе
пучка, а X(t) случайная сила

〈X(t)〉 = 0, 〈X(t)X(t′)〉 = 〈X2〉δ(t− t′),

описывающая возбуждение синхротронных колебаний квантовы-
ми флуктуациями излучения. Для оценки изменения длинны пуч-
ка наведенными полями мы примем, что амплитуды синхротрон-
ных колебаний частиц малы, а сами поля слабы и являются до-
статочно плавными функциями φ, которые могут быть разложены
в ряды Тэйлора по степеням φ. Тогда в линейном приближении
получаем

φ̈ + 2λφ̇ + ω2
cφ = X(t),

ω2
c = (ω2

c )0

{
1− Ne2ωs

vseV sinφs

∫ ∞

−∞
dn

(−iZ(n)
n

)
n2ρ(n)

}
. (14.5)

Вынужденное решение этого уравнения записывается в виде

φ(t) =
∫ ∞

−∞

dω

2π

X(ω)e−iωt

ω2
c − 2iλω − ω2

или

φ(t) =
∫ t

0
dt1X(t1)e−λ(t−t1) sinωc(t− t1)

ωc
.

При этом средний квадрат φ имеет следующее асимптотическое
значение:

〈φ2(t →∞)〉 =
1
ω2

c

〈X2〉
2λ

.

Поскольку для гауссова распределения 〈φ2〉 = σ2
φ, то определяя

длину пучка при нулевом токе пучка соотношением

σ2
0 =

1
(ω2

c )0
〈X2〉
2λ

,
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можем записать

σ2
φ

σ2
0

=
(ω2

c )0
ω2

c

=
1[

1− Ne2ωs

vseV sinφs

∫
dn

(−iZ(n)
n

)
n2ρ(n)

] . (14.6)

Предположив, например, что

−iZ

n
=

(−iZ

n

)

0

n2
0

n2 + n2
0

, ρ(n) = exp

(
−n2σ2

φ

2

)
,

для коротких пучков (n0σφ ¿ 1) получим
∫ ∞

−∞
dn

(−iZ(n)
n

)
n2ρ(n) '

(−iZ

n

)

0

n2
0

√
2π

σφ
.

Подстановка этой формулы в (14.6) приводит к следующему вы-
ражению:

σ2
φ

(σ2
φ)0

=
1[

1− Ne2ωs

vseV sinφs

(−iZ

n

)

0

n2
0

√
2π

σφ

] . (14.7)

Для ультрарелятивистских электронов sinφs < 0. Поэтому урав-
нение (14.7) предсказывает удлинение сгустка, если он взаимодей-
ствует с индуктивным импедансом

(−iZ

n

)

0

< 0.

Наоборот, если сгусток взаимодействует с емкостным импедансом,
уравнение (14.7) предсказывает его укорочение. Такой результат
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не очень удивителен, поскольку индуктивная связь уменьшает, а
емкостная увеличивает жесткость ВЧ-ямы. Если эффект удлине-
ния мал, уравнение (14.7) записывается в виде

σ2
φ

σ2
0

= 1 +
Ne2ωs

vseV sinφs

(−iZ

n

)

0

n2
0

√
2π

σφ
. (14.8)

Учитывая, что при релятивистских энергиях частиц напряже-
ние на ускоряющем резонаторе должно наращиваться пропорци-
онально γ4, перепишем (14.8) в виде

σ2
φ

(σ2
φ)0

= 1 + C
N

γ4σφ
, (14.9)

где C – безразмерный фактор, зависящий от параметров машины.
Полученная формула замечательна тем, что именно она исполь-
зовалась для подгонки данных в первоначальных экспериментах
по удлинению.

14.2 Уравнение Хайсинского

Приведенные вычисления указывают на желательность более си-
стематического подхода к расчету влияния искажения потенци-
альной ямы на линейную плотность пучка. Один из возможных
подходов к решению подобной задачи базируется на предположе-
нии, что в конечном счете пучок достигает равновесного состо-
яния с больцмановским распределением частиц в фазовом про-
странстве синхротронных колебаний

f ∝ exp[−h(∆p, φ)/T ]. (14.10)

где h – гамильтониан синхротронных колебаний, учитывающий
действие наведенных полей

h =
∆ω2

2
− (ω2

c )0φ
2

2
+ ωs

Ne2αp

Πp

∫ ∞

−∞
dn
−iZn

n
ρneinφ, (14.11)
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а T – продольная температура пучка, выраженная в соответству-
ющих единицах. Если мы принимаем такое предположение, то
равновесная функция распределения равна (σ∆ = ωcσ0)

f(∆ω, φ) ∝ exp
(
− h

2σ2
∆

)
= exp

(
−∆ω2

2σ2
∆

− φ2

2σ2
0

− Ne2ωs

eV sinφsσ2
0

∫
dn
−iZn

n
ρneinφ

)
, (14.12)

где σ∆ равновесный разброс частот пучка, который по предпо-
ложению не зависит от N . Интегрирование f по ∆ω приводит к
следующему выражению для линейной плотности пучка

ρ(φ) = ρ0exp
(
− φ2

2σ2
0

−
∫ ∞

−∞
dφ′w(φ′ − φ)ρ(φ′)

)
,

w(φ) =
Ne2ωs

eV sinφsσ2
0

∫ ∞

−∞
dn
−iZn

n
e−inφ. (14.13)

Поскольку правая часть этого выражения содержит неизвестную
функцию ρ(φ), (14.13) представляет собой нелинейное интеграль-
ное уравнение. Это так называемое уравнение Хайсинского [17],
которое в настоящее время регулярно используется для расчета
удлинения из-за искажения потенциальной ямы. В силу условия
причинности w(φ < 0) = 0. Поэтому уравнение Хайсинского яв-
ляется интегральным уравнением Вольтерра. Хотя возможность
прямого решения таких уравнений довольно редка, имеются тео-
ремы о существовании и единственности решений таких уравне-
ний, если наведенные поля несингулярны

w2 =
∫ ∞

0
dφw2(φ) < ∞. (14.14)

Вместе с тем ясно, что в таких случаях особый интерес пред-
ставляют решаемые примеры, когда уравнение Хайсинского мо-
жет быть решено точно. Один из таких примеров был указан А.Г.
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Ружжеро с сотрудниками [18], которые получили решение урав-
нения Хайсинского, предположив, что сгусток взаимодействует с
устройством, имеющим чисто активный импеданс

Z(n) = Z0.

При этом

w(φ) =
Ne2ωsπZ0

eV sinφsσ2
0

sgn(φ),

а уравнение (14.13) принимает вид (x = φ/σ0):

ln ρ = −x2

2
− Ne2ωsZ0αp

2ν2
c pvσ0

[∫ x

−∞
−

∫ ∞

x

]
dx′ρ(x′),

Дифференцируя обе части этого уравнения по x, получим

ρ′

ρ
= −x− ξρ, ξ =

Ne2ωsZ0αp

2ν2
c pvσ0

. (14.15)

Подставив сюда ρ = exp(−x2/2)χ(x) и интегрируя уравнение

χ′

χ2
= −ξ exp(−x2/2),

найдем
1

χ(0)
− 1

χ(x)
= ξ

∫ x

0
dx′e−x′2/2,

или

ρ(x) =
ρ(0) exp(−x2/2)

1 + ξρ(0)
∫ x

0
dx′ exp(−x′2/2)

. (14.16)

Постоянная ρ(0) определяется из условия нормировки
∫ ∞

−∞
dφρ(φ) = 1.
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Вычисление нормировочного интеграла

σ0

∫ ∞

−∞
dx

ρ(0) exp(−x2/2)

1 + ξρ(0)
∫ x

0
dx′ exp(−x′2/2)

облегчается тем, что числитель подынтегрального выражения в
точности равен производной знаменателя. В результате находим

ρ(x) =
exp(−x2/2)/(

√
2πζσ0)

coth(ζ) + erf(x/
√

2)
, ξ = 2σ0ζ. (14.17)

Здесь erf(x) интеграл вероятности

erf(x) =
2√
π

∫ x

0
dte−t2 .

Если действие наведенных полей мало ζ ¿ 1, полученное решение
близко к распределению Гаусса

ρ(x) ' exp(−x2/2)/(
√

2πσ0)[1− ζerf(x/
√

2)],

а увеличение длинны пучка мало.
Эффект удлинения велик в области ζ À 1, где линейная плот-

ность пучка ρ(x) принимает форму, близкую к треугольной (Рис.21)

ρ(x) =





0, x > 0,
|x|
ξ

g(x)
1 + g(x)(1− 1/x2)

, x < 0.
(14.18)

Здесь

g(x) =
exp(−x2/2 + 2ζ)√

2π|x| .

Как видно из Рис.21, при этом распределение поля внутри пуч-
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Рис. 21: Линейная плотность
пучка (левая ось) и рас-
пределение продольного по-
ля в пучке (правая ось: −x−
2ζρ(x)). ζ = 9.

ка в значительной степени выполаживается. Ширина ρ(x) в этом
случае может оцениваться неравенствами

−2
√

ζ ≤ x ≤ 0,

что дает

σφ(N) '
√

Ne2ωsZ0αp

ν2
c pv

À σ0. (14.19)

Как видно из Рис.22, такая асимптотическая зависимость каче-
ственно согласуется с вычислением длины пучка по формуле

σ2

σ2
0

=
∫ ∞

−∞
dxx2ρ(x).

Другой решаемый пример соответствует взаимодействию пуч-
ка с чисто индуктивным элементом, когда

−iZn

n
= −Lω0

и, соответственно,

w(φ) =
2πNeω2

0L

V | sinφs|σ2
0

δ(φ),
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Рис. 22: Зависимость длины
пучка от тока при взаимо-
действии с резистивным эле-
ментом камеры.

а уравнение Хайсинского превращается в трансцендентное урав-
нение относительно линейной плотности ρ

χ(x) = exp
(
−x2

2
− ζ[χ(x)− 1]

)
, χ =

ρ

ρ(0)
,

ζ =
2πNeω2

0L

V | sinφs|σ2
0

ρ(0).

(14.20)

Постоянная ρ(0) в этом уравнении определяется условием норми-
ровки ∫ ∞

−∞
dxρ(x) = 1.

Поскольку мы ведем расчет для индуктивного импеданса, плот-
ность ρ(x) является четной функцией x [ρ(−x) = ρ(x)].

В виду неявной зависимости χ от x в такой модели при вы-
числении интегралов по x удобнее проводить замену переменной
интегрирования согласно u = χ(x). Тогда, например, нормировоч-
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ный интеграл записывается в виде

1 =
√

2ρ(0)
∫ 1

0
dχ

1 + ζχ√
ζ(1− χ)− lnχ

, (14.21)

а длина пучка определяется выражением

σ2

σ2
0

= 2
√

2ρ(0)
∫ 1

0
dχ(1 + ζχ)

√
ζ(1− χ)− ln χ. (14.22)

Как видно из Рис.23, при большом токе пучка (ζ = N/N0) длина
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(N/N0)1/3
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3

4
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σ
/σ 0

Рис. 23: Зависимость дли-
ны пучка от тока при вза-
имодействии с индуктивным
элементом камеры.

пучка увеличивается согласно

σ

σ0
∝

(
N

N0

)1/3

. (14.23)

В обоих рассмотренных примерах значение длины сгустка при
большом токе пучка находится в хорошем качественном соответ-
ствии с предположением о выполаживании потенциальной ямы
синхротронных колебаний наведенными полями.
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14.3 Синхротронные колебания в искаженной яме

Уменьшение крутизны потенциальной ямы синхротронных коле-
баний наведенным полем пучка искажает фазовые траектории
и приводит к уменьшению частот синхротронных колебаний ча-
стиц. В рассмотренных примерах изменение частот может быть
вычислено точно. Поскольку движение происходит в поле с потен-
циалом Ueff = − ln ρ(x), то определив гамильтониан выражением

h =
q2

2
+ Ueff (x), q = p/νc0,

найдем, что переменная действие возмущенных колебаний опре-
деляется интегралом

J(h) =
√

2
π

∫ x1

x2

dx
√

h + ln ρ, h + ln ρ(x1,2) = 0. (14.24)

При этом частоты колебаний равны

νc(J) = νc0
∂h

∂J
. (14.25)

Характер изменения частот полем пучка, наведенным в резистив-
ных и индуктивных элементах, вообще, отличается. Это обстоя-
тельство прослеживается уже при вычислении частот малых ко-
лебаний в искаженных ямах. В обоих случаях частота малых ко-
лебаний определяется второй производной Ueff , вычисленной в
точке равновесия

Ueff (x) ' U0 +
k

2
(x− x0)2,

k =
d2Ueff

dx2

∣∣∣∣
x=x0

,
dUeff

dx

∣∣∣∣
x=x0

= 0. (14.26)
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При этом
ν2

c = kν2
c0. (14.27)

Если пучок взаимодействует с резистивным элементом (Zn = Z0),
то положение равновесия определяется уравнением

dUeff

dx

∣∣∣∣
x=x0

= − ρ′

ρ

∣∣∣∣
x=x0

= x0 + ξρ(x0) = 0, (14.28)

а вычисление второй производной дает

U ′′
eff (x0) = 1 + ξρ′(x0) (14.29)

Поскольку согласно (14.28) ρ′(x0) = 0 из (14.27) получаем

ν2
c = ν2

c0. (14.30)

Таким образом, в данном случае частоты малых синхротронных
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Рис. 24: Зависимость ча-
стоты синхротронных коле-
баний от действия. Сверху
вниз N/N0 = 1, 4, 9; J0 =
R0pνs0σ

2
0/(2α).

колебаний в искаженной и неискаженной ямах совпадают при
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всех токах пучка. Влияние искажения ямы наведенными поля-
ми проявляется в заметном увеличении нелинейности колебаний,
что приводит к своеобразной зависимости частот колебаний от
действия J (Рис.21 и Рис.24), когда частота νc сначала уменьша-
ется и после прохождения минимума постепенно возвращается к
невозмущенному значению νc0. Как показано на Рис.24 глубина
провала νc(J) увеличивается при увеличении тока пучка N , одна-
ко в абсолютных числах она невелика.

0 1 2 3 4
(J/J0)1/2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

ν/
ν 0 Рис. 25: Зависимость ча-

стоты синхротронных коле-
баний от амплитуды (

√
J)

при взаимодействии пучка
с индуктивным элементом.
Сверху вниз N/N0 = 1, 4, 16;
J0 = R0pνc0σ

2
0/(2α).

Совсем иную зависимость от J и тока пучка (N) имеет ча-
стота синхротронных колебаний частицы при искажении ямы ин-
дуктивными наведенными полями. В этом случае минимум Ueff

приходится на точку x0 = 0, в которой χ′(0) = 0. Вычисление
второй производной Ueff в этой точке приводит к следующему
выражению для частоты малых синхротронных колебаний

ν2
c =

ν2
c0

1 + N/N0
. (14.31)

Отсюда видно, что частота малых колебаний монотонно уменьша-
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ется при увеличении тока пучка N . Такая тенденция сохраняется
и для колебаний большой амплитуды (Рис.25). Качественно, ход
кривых на Рис.25 напоминает зависимость νc(J), вычисленную
для ямы с плоским дном и параболическими стенками
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(J/J0)1/2

0.0

0.2

0.4

0.6
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ν/
ν 0

1
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Рис. 26: Сравнение зависимостей νc(J), вычисленных с использо-
ванием формулы (14.32)– (1), и использованием уравнения Хай-
синского (2, сплошная линия; N/N0 = 16) для взаимодействия с
индуктивным элементом и с учетом конечной продольной темпе-
ратуры пучка. Точки на кривой (2) показывают результат под-
гонки с помощью формулы νc = 0.2428 + u/5.7; u = J/J0,
J0 = R0pνc0σ

2
0/(2α).

U(x) =





0, |x| < x1,
ν2
0(x− x1)2

2
, |x| ≥ x1,
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когда

ν = ν0
J/J0

1 + J/J0 +
√

1 + J/J0

, J0 =
2x2

1

π2ν0
. (14.32)

Однако, прямое сравнение хода νc(J) с предсказываемым уравне-
нием (14.32) указывает на большие расхождения такой упрощен-
ной моделью даже для весьма больших токов пучка (Рис.26).

Уменьшение частот синхротронных колебаний частиц при уве-
личении тока пучка, а также немонотонная зависимость частоты
от амплитуды в случае, когда пучок взаимодействует с резистив-
ным элементом, в целом, ухудшают устойчивость стационарно-
го состояния, определяемого уравнением Хайсинского и наруша-
ют предположения, использовавшиеся при его получении. Вви-
ду различия в зависимости частоты синхротронных колебаний от
амплитуды можно ожидать, что характер неустойчивости может
быть различен для случаев, когда пучок взаимодействует с ин-
дуктивным, или резистивным элементами вакуумной камеры. В
первом случае из-за уменьшения частоты малых колебаний ча-
стиц следует ожидать усиления роли неустойчивостей продоль-
ных или поперечных колебаний из-за связи синхротронных мод
сгустка. Разброс частот синхротронных колебаний, сопровожда-
ющий искажение ямы, вообще, непросто влияет на устойчивость
коллективных мод пучка. С одной стороны, увеличение разбросов
частот колебаний усиливает затухание Ландау мод и тем способ-
ствует увеличению пороговых токов неустойчивостей. Это спра-
ведливо, по крайней мере, пока моды не связаны. Для обеспече-
ния устойчивости связанных синхробетатронных мод, как мы уже
видели в §11, необходим также разброс частот бетатронных коле-
баний. Далее, согласно формуле (14.31) с увеличением тока пучка
(N) частота [(m+1)νc(0)] моды m+1 может стать меньше частоты
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Рис. 27: Зависимости ча-
стот первых четырех гар-
моник функции распределе-
ния от амплитуд синхро-
тронных колебаний (цифры
около кривых указывают но-
мера мультипольности). Им-
педанс электродов идуктив-
ный; N/N0 = 4.

m(νc)0 (см. Рис.27), если

N ≥ (Nc)m = N0
2m + 1

m2
. (14.33)

При выполнении этого условия мода m + 1 в области малых ам-
плитуд и мода m в области больших амплитуд синхротронных
колебаний оказываются резонансно связанными. Хотя исследова-
ние устойчивости когерентных колебаний в этом случае затруд-
нено, можно заметить, что при уменьшении частоты малых коле-
баний на столько, что νc(0) < (νc)0/2, искажение потенциальной
ямы связывает все синхротронные моды, а когерентные колеба-
ния пучка становятся быстрыми. В таком случае, условия устой-
чивости когерентных колебаний перестают зависеть от разброса
частот синхротронных колебаний и скорее определяются разбро-
сом импульсов в пучке.

Наконец, если пучок взаимодействует с резистивным элемен-
том, то помимо (более слабой) возможности перекрытия мод, из-
за минимума в зависимости νc(J) резонансными оказываются ко-
лебания малых и больших амплитуд одной и той же моды. Кроме
того, стационарное распределение, которое, напомним, вычисля-
лось в адиабатическом приближении по бетатронным колебаниям,
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будет весьма чувствительно к влиянию также и некогерентных
резонансных возмущений. Последнее обстоятельство может быть
особенно существенным, например, для устойчивости встречных
пучков.

14.4 "Турбулентное"удлинение сгустков

Приведенные соображения и, что более важно, эксперименталь-
ное изучение эффекта удлинения сгустков в реальных машинах
указывает на то, что начиная с некоторого порогового тока уве-
личение длины сгустка может определяться возможностью разви-
тия в нем (неустойчивых) когерентных колебаний. В отличие от
удлинения за счет искажения потенциальной ямы такой процесс
сопровождается ростом продольной температуры пучка. Надо за-
метить, что увеличение температуры не обязательно связано с
возбуждением колебаний пучка с большими амплитудами. Мож-
но показать, что наличие порогов неустойчивости, зависящих от
температуры пучка, вообще препятствует охлаждению пучка под
порог неустойчивости (см. например, в [1]). Причиной этого явля-
ется аномальный рост уровня когерентных флуктуаций пучка в
околопороговой области и рассеяние частиц на этих флуктуациях.
Удлинение сгустка из-за развития в нём коллективных неустойчи-
востей принято называть турбулентным, имея ввиду, что в такой
процесс вносит вклад большое число коллективных мод пучка.

Последовательное описание нагрева пучка вблизи порогов неустой-
чивости его коллективных мод вообще говоря требует расчетов,
выходящих за рамки применимости теории возмущений. Такая
задача осложняется еще и тем, что в интересующих здесь случа-
ях потенциальная яма синхротронных колебаний частиц далека
от параболической. Поэтому величина равновесной температуры
пучка определяется совместным изменением происходящих в нем
кинетических и динамических процессов. В этой связи, для прак-
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тических расчетов установившихся длин пучков за счет турбу-
лентного удлинения обычно принимается, что равновесная про-
дольная температура пучка (T ) примерно соответствует выходу
пучка на порог неустойчивости. Поскольку в сгруппированном
пучке температура и длина пучка связаны соотношением

T = R0
∆ω2

0

|ω′0|
= R0

ω2
cθ

2
b

|ω′0|
, (14.34)

увеличение температуры сопровождается удлинением пучка lb =
2R0θb.

Вообще, даже такой упрощенный способ расчета может по-
требовать довольно сложных вычислений пороговых токов пуч-
ка. Тем не менее, для оценки эффекта можно воспользоваться
тем фактом, что при релятивистских энергиях частиц большая
часть машин работает выше своей критической энергии. Поэто-
му так, или иначе, условия устойчивости в основном соответству-
ют выполнению Z/n-критерия. Как мы видели в §4, величина по-
рогового тока в этом критерии зависит от номера азимутальной
гармоники моды. Для сгруппированного пучка в соответствую-
щий критерий устойчивости входят суммы Zn/n с некоторыми
весами, зависящими от устройства мод. Чтобы избежать слож-
ных вычислений и оценить продольную температуру сгустка по
порядку величины, принимается, что условие устойчивости опре-
деляется гармониками с |n|θb ≤ 1. Для достаточно длинных пуч-
ков принимается также, что входящая в Z/n-критерий величина
Z/n начинает изменяться после такого |n| = n0, что n0θb À 1,
а наведенные поля определяются линейной плотностью пучка. В
этом случае Z/n-критерий записывается в виде

∆ω2
0 =

Ne2ωsω
′
0

lb

(−iZn

n

)
, |n| < n0, (14.35)
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Воспользовавшись (14.34), мы перепишем это соотношение в виде

θ2
b =

Ne2ωsω
′
0

lbω2
c

.

(−iZn

n

)
(14.36)

При этом длина пучка (lb = 2R0θb) увеличивается пропорциональ-
но N1/3

lb ∝ y1/3, y =
Nα

pcν2
c

.

Такая зависимость длины пучка от его тока наблюдалась на мно-
гих установках.

15 Суммы декрементов коллективных мод

Вычисление собственных частот коллективных мод пучка часто
требует решения весьма сложных линейных интегральных урав-
нений. Встречающиеся при этом математические трудности де-
лают особенно привлекательными методы анализа таких общих
свойств спектров и вычисления таких величин, которые не тре-
буют непосредственного решения этих интегральных уравнений.
Как известно, для линейных интегральных уравнений такими ве-
личинами являются инварианты, выражающиеся через свертки
различных степеней ядра данного уравнения. Простейшей вели-
чиной такого рода является сумма собственных чисел. Если инте-
ресующие уравнения имеют вид

λwm(x) =
∫ ∞

−∞
dx′

∑

m′
Km,m′(x, x′)wm′(x′), (15.1)

а α нумерует собственные решения, то искомая сумма выражается
через след ядра:

λΣ =
∑
α

λα =
∑
m

∫ ∞

−∞
dxKm,m(x, x). (15.2)
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Важность такого инварианта обусловлена его связью с суммами
декрементов коллективных мод пучка, характеризующими воз-
можность, или невозможность демпфирования этих колебаний "в
среднем". Из определения сумм декрементов ясно, что разумно
рассмотреть отдельно свойства сумм декрементов мод в отсут-
ствие разбросов частот и сумм декрементов затухания Ландау.
Для упрощения вычислений мы обсудим свойства сумм декремен-
тов монохроматического пучка (обсуждение свойств сумм декре-
ментов с учетом затухания Ландау можно найти в книгах [1] или
[2]). В этом случае собственные частоты мод находятся решением
уравнения (5.21), которое мы перепишем в виде

∆ωmfm = Ne2m
∂f0

∂I

∑

m′
c

∑
n

∫
dΓ′Gm,n(I, I′, ω + nωs)fm′(I′).

(15.3)
В этом уравнении учтено, что реально коллективное взаимодей-
ствие связывает лишь синхротронные моды пучка. Если наведен-
ные поля представляются "хорошим"набором осцилляторов, то
уравнение (15.3) заменяется следующей системой линейных урав-
нений для амплитуд

∆ωmfm = m
∂f0

∂I

∑

k

∑
n

(vAk)m,nqk,n,

[
ω2

k − (ω + nωs + iλk)2
]
qk,n = Ne2

∫
dΓ′

∑
m

(vAk)∗m,nfm(I′).

(15.4)

Сумма декрементов решений этих уравнений очевидно равна сум-
ме декрементов осцилляторов поля

∑
α

(−Im∆ωα) =
∑

k

λk. (15.5)
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Эта величина положительная и поэтому имеется по крайней ме-
ре принципиальная возможность обеспечения устойчивости всех
мод. Поскольку связь пучка с наведенными полями перераспре-
деляет декременты λk между осцилляторами поля и коллектив-
ными модами пучка, точное соотношение (15.5), к сожалению, не
дает представления о относительной доле λk вносимой в коллек-
тивные колебания пучка. Мы уже видели, что при нерезонансном
взаимодействии эта доля вообще невелика. В этой связи, оценка
потенциальной возможности демпфирования колебаний с помо-
щью той или иной системы должна проводиться прямым вычис-
лением суммы декрементов уравнений (15.4). Предполагая, что
пучок взаимодействует с низкодобротной системой электродов и
используя (15.2), пишем

∆ωΣ = Ne2
∑
m,n

∫
dΓ

(
m

∂f0

∂I

)
Gmn(1, 1, ωmn). (15.6)

Учитывая, что на действительной оси ω

ReG(ω) = ReG(−ω), ImG(ω) = −ImG(ω),

получаем, что ∆ωm = −∆ω−m. Поэтому ∆ωΣ = −iδΣ, а

δΣ = −Ne2
∑
m,n

∫
dΓ

(
m

∂f0

∂I

)
ImGmn(I, I, ωmn)

= Ne2
∑
m,n

∫
dΓf0m

∂

∂I
ImGmn(I, I, ωmn). (15.7)

Чтобы понять смысл полученного соотношения, вычислим декре-
менты потерь энергии частицы за счет реакции ее излучения в
ту же систему электродов. Поскольку Iα – интегралы движения
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невозмущенных колебаний, в первом приближении метода усред-
нения пишем

dIα

dt
=

∂L

∂ψα
, Γ = (p, r),

∂L

∂ψ
= e2 lim

T→∞

∫ T

0
dt

∂

∂ψ

∫ ∞

0
dτG(Γ(t), Γ(t− τ), τ). (15.8)

Используя разложение

G(Γ(t), Γ′(t− τ), τ) =
∑

m,m′

∑

n,n′
Gn,n′

m,m′

× exp(i[mψ(t)−m′ψ(t− τ) + nθ(t)− n′θ(t− τ)]),

убеждаемся, что в нерезонансном случае (mν 6= l), усреднение
по времени отбирает в (15.8) гармоники m = m′ и n = n′. После
этого L записывается в виде

∂L

∂ψ
= ie2

∑
m,n

m
∫ ∞

0
dτGm,n(I, I, τ)e(iτ [mω+nωs])

= ie2
∑
m,n

mGm,n(I, I, ωm,n)

= −e2
∑
m,n

mImGm,n(I, I, ωm,n), (15.9)

что дает
dI
dt

= −e2
∑
m,n

mImGm,n(I, I, ωm,n). (15.10)

Если теперь определить мгновенные декременты частиц соотно-
шением

δa = −∂İa

∂Ia
,
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то согласно уравнению (15.10) сумма мгновенных декрементов
всех частиц пучка, взаимодействующих с системой независимо
друг от друга, равна

δΣ =
N∑

a=1

δa =
N∑

a=1

e2
∑
m,n

m
∂

∂I
ImGm,n(Ia, Ia, ωm,n)

Заменив в этом соотношении суммирование по частицам усредне-
нием с функцией распределения частиц, получим, что величина

δΣ = Ne2

∫
dI

∑
m,n

m
∂

∂I
ImGm,n(Ia, Ia, ωm,n) (15.11)

точно равна сумме декрементов мод когерентных колебаний. Та-
ким образом, мы установили, что для монохроматического пучка
сумма декрементов мод когерентных колебаний равна сумме де-
крементов отдельных частиц, взаимодействующих с той же систе-
мой независимо друг от друга (Я.С. Дербенев, Н.С. Диканский,
Д.В. Пестриков 1970 [19]).

Это утверждение носит название теоремы о сумме декремен-
тов коллективных колебаний. Обратим внимание на то, что в от-
личие от демпфирования за счет реакции синхротронного излу-
чения частиц, суммы декрементов когерентных мод определяют-
ся не полной мощностью излучения, а модуляцией парциальных
мощностей. По этой причине, разумное усиление демпфирования
когерентных колебаний не ужесточает энергетических проблем
установок.

Поскольку
〈∑

α

∂İα

∂Iα

〉
= −〈divpF(p, r, t)〉 , (15.12)

суммы декрементов коллективных мод пучка, взаимодействую-
щего с низкодобротной системой, слабо зависят от особенностей
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колебаний частиц относительно замкнутой орбиты. В частности,
суммы декрементов дипольных мод не зависят от связи радиаль-
ного и продольного движения частиц. Это важное утверждение
можно проиллюстрировать следующими простыми вычисления-
ми.

Пусть пучок взаимодействует с низкодобротной системой, им-
педанс которой точно равен нулю на равновесной орбите, а ради-
альный градиент этого импеданса не равен нулю. При этом гар-
моники продольного наведенного поля равны

E(n, ω) = −eωs

Π

∫
dΓZn(x, ω)fn,ω, (15.13)

а уравнение для синхротронных когерентных колебаний прини-
мает вид

∆ωmfm =
Ne2ωs

2π
mc

∂f0

∂Ic

∫ ∞

−∞
dnJmc(nϕ)

×
∫ ∞

0
dϕ′ϕ′fm

{
iZn(x, nωs + mcωc)

n + mcνc
einϕ cos ψc

}

mc

.

(15.14)

Теперь примем во внимание, что

Zn(x, ω) =
(

∂Z ′

∂x

)

s

x =
(

∂Z ′

∂x

)

s

η
∆p

p
,

а также предположим, что Z является чисто активным импедан-
сом (Z = Z ′ + iZ ′′, Z ′′ = 0) и не зависит от частоты ω

∣∣∣∣
∂Z ′

∂ω

∣∣∣∣ ¿
∣∣∣∣
Z ′

ω

∣∣∣∣ .
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В этом случае вычисление гармоник в (15.14) дает

[∆p/p exp(inϕ cosψc]mc =

=
∫ 2π

0

dψc

2π

∆p

p
exp(inϕ cosψc − imψc)

= −
∫ 2π

0

dψc

2π

νc

αp
ϕ sinψc exp(inϕ cosψc − imψc)

=
mcνc

αpn
Jmc(nϕ).

Удерживая в (15.14) низшие степени mcνc, вместо (15.14) получим

∆ωmfm = i
Ne2ωs

2π

m2
cνc

αp

∂f0

∂Ic
η

∫ ∞

−∞

dn

n2

(
∂Z ′n
∂x

)

s

× Jmc(nϕ)
∫ ∞

0
dϕ′ϕ′Jmc(nϕ′)fm, |mcνc| ¿ 1. (15.15)

Подстановки u =
√

ϕ2/2, fm = χm

√
−∂f0/∂u и

∆ωm = −iΛ
Ne2ωs

2πp

m2
c

R0
, (15.16)

позволяют преобразовать это уравнение в интегральное уравне-
ние с действительным, симметричным ядром

Λχm = η

∫ ∞

−∞

dn

n2

(
∂Z ′n
∂x

)

s

∫ ∞

0
du′Km(u, u′)χm(u′),

Km(u, u′) =

√
∂f0

∂u

∂f0

∂u′
Jmc(n

√
u)Jmc(n

√
u′). (15.17)

Ядро этого уравнения будет положительно определенным
∫ ∞

0
dxdx′w(x)K(x, x′)w(x′) > 0
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и следовательно все Λ – положительными действительными чис-
лами, если ∫ ∞

−∞
dn

(
η
∂Z ′n
∂x

)

s

> 0. (15.18)

Согласно соотношению (15.16) в этом случае все синхротронные
когерентные моды пучка будут затухать. Суммы декрементов мод
с заданным mc даются выражениями

δ
(m)
Σ = −ωs

Ne2ωs

2πpv
m2

c

∫ ∞

0
du

∂f0

∂u

∫ ∞

−∞

dn

n2

(
η
∂Z ′n
∂x

)

s

J2
mc

(n
√

u),

(15.19)
а полная сумма декрементов синхротронных мод получается сум-
мированием δ

(m)
Σ по mc. Необходимая для этого сумма

S2 =
∞∑

m=−∞
m2J2

m(x)

вычисляется с использованием разложения

exp(ix cosψ) =
∞∑

m=−∞
Jm(x)eimψ,

или
d

dψ
exp(ix cosψ) = i

∞∑
m=−∞

mJm(x)eimψ.

Отсюда, после возведения обеих частей равенства в квадрат по
модулю и усреднения по ψ, получаем

S2 = x2

∫ 2π

0

dψ

2π
sin2 ψ =

x2

2
,

а

δ
(c)
Σ =

∞∑
mc=−∞

δ
(m)
Σ = ωs

Ne2ωs

2πpv

∫ ∞

−∞
dn

(
η
∂Z ′n
∂x

)

s

. (15.20)
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Теперь, для выяснения зависимости суммы декрементов син-
хротронных и радиальных мод от радиально-продольной связи
колебаний частиц нам нужно вычислить сумму декрементов ди-
польных (mx = ±1) радиальных бетатронных и синхробетатрон-
ных когерентных колебаний. В данном случае кажется удобным
исходить из общего интегрального уравнения, записанного с ис-
пользованием выражения

İα =
∂Iα

∂p
F.

При этом

(ω −mxωx −mcωc)fm = −i

(
∂Ix

∂∆p
eEϑ

)

mx,mc

∂f0

∂Ix
. (15.21)

Предполагая как и прежде, что в месте расположения электродов
η′ = 0, пишем

Ix =
pνxa2

x

2R0
,

∂Ix

∂∆p
= −νxη

R0
ax cosψx. (15.22)

Подстановка этого выражения в (15.21) после вычисления гармо-
ник приводит к следующему интегральному уравнению

∆ωmfm = −i
∂f0

∂Ix

Ne2ωs

2Πp

√
Ix

∫ ∞

−∞
dn

(
η
∂Z ′n
∂x

)

s

× Jmc(n1ϕ)
∫

dΓ′
√

I ′xJmc(n1ϕ
′)fm

где ∆ωm = ω −mxωx −mcωc. Подставив сюда f0 = F0(Ix)ρ(ϕ) и
fm = χm(ϕ)

√
Ix∂F0/∂Ix, получим

∆ωmχm = iρ(ϕ)
Ne2ωs

2Πp

∫ ∞

−∞
dn

(
η
∂Z ′n
∂x

)

s

× Jmc(n1ϕ)
∫ ∞

0
dϕ′ϕ′Jmc(n1ϕ

′)χm(ϕ′). (15.23)
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След ядра полученного уравнения дает искомую сумму декремен-
тов бетатронных и синхробетатронных мод. Учитывая, что

∞∑
m=−∞

J2
m(x) = 1,

получаем

δ
(x)
Σ =

∞∑
mc=−∞

(δ1,mc + δ−1,mc)

= −ωs
Ne2ωs

2πpv

∫ ∞

−∞
dn

(
η
∂Z ′n
∂x

)

s

. (15.24)

Теперь, сложение выражений (15.20) и (15.24) дает

δΣ = δ
(c)
Σ + δ

(x)
Σ = 0, (15.25)

что доказывает наше утверждение.

15.1 Задачи к Лекции 15

1. Преобразованием к эквивалентному дифференциальному урав-
нению решить уравнение (15.23) для случая, когда

ρ(ϕ) =
ϕ0

ϕ2
0 + ϕ2

.
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2. Вычислить поправку к
декременту радиальных
когерентных колебаний,
описывающую эффект
радиально-продольной свя-
зи для сгустка, взаимодей-
ствующего с вертикально
расположенной согласо-
ванной пластиной (см.
рисунок). Длина пластины
велика по сравнению с
длиной сгустка.

Ne

Z0
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