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Ïðåäèñëîâèå

Â ýòîì ïîñîáèè ìû îáñóäèì ðÿä ïðîáëåì, ðåøåíèÿ êîòîðûõ èëëþñòðèðóþò ïðèìå-
íåíèå îáùèõ ìåòîäîâ òåîðèè ëèíåéíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé äëÿ îïèñàíèÿ äèïîëü-
íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé íåðåëÿòèâèñòñêîãî è íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà èîíîâ
â íàêîïèòåëüíîì êîëüöå. Ïðè óâåëè÷åíèè ïëîòíîñòè òàêèõ ïó÷êîâ çàìåòíóþ ðîëü
â äèíàìèêå è êèíåòèêå ÷àñòèö ìîæåò èãðàòü êóëîíîâñêîå ðàñòàëêèâàíèå èîíîâ, êî-
òîðîå ïî òåì èëè èíûì ïðè÷èíàì ïðèâîäèò ê íåóñòîé÷èâîñòè èõ êîãåðåíòíûõ èëè
íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé.

Ìåðó îïàñíîñòè ýòèõ íåóñòîé÷èâîñòåé ïðèíÿòî õàðàêòåðèçîâàòü ïàðàìåòðîì, êî-
òîðûé íàçûâàåòñÿ êóëîíîâñêèì ñäâèãîì ÷àñòîòû ïó÷êà ∆νL. Åãî çíà÷åíèå îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ñäâèãà áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòû ìàëûõ áåòàòðîííûõ
êîëåáàíèé ÷àñòèö â ïîëÿõ ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà. Óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà
∆νL ìîæåò ñîïðîâîæäàòüñÿ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðîâ ïó÷êà â åãî ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå, ÷òî îãðàíè÷èâàåò äîñòèæèìóþ âåëè÷èíó ïëîòíîñòè èîííîãî ïó÷êà. Êîíêðåòíîå
ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ∆νL çàâèñèò îò òèïà ìàøèíû, â êîòîðîé äâèæóòñÿ èîíû, à åãî
âû÷èñëåíèå îáû÷íî ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñëîæíîé è ìíîãîïëàíîâîé çàäà÷åé. Ìû îáñóäèì
îãðàíè÷åíèÿ äîñòèæèìîãî çíà÷åíèÿ ∆νL, êîòîðûå îáóñëîâëåíû èçìåíåíèÿìè óñëîâèé
óñòîé÷èâîñòè äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà ïîëÿìè åãî ïðîñòðàíñòâåí-
íîãî çàðÿäà.

Â òåêñòå ïîñîáèÿ [1], à òàêæå â êíèãàõ [2] è [3] èçó÷åíèå ýòèõ âîïðîñîâ âîîáùå
íèêàê íå îòðàæåíî. Ìåæäó òåì, îíî ÿâëÿåòñÿ âàæíîé çàäà÷åé òåîðèè êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé èîííûõ ïó÷êîâ â íàêîïèòåëÿõ. Ïîýòîìó îçíàêîìëåíèå ñòóäåíòîâ ñ ýòîé
ãðàíüþ ôèçèêè ïó÷êîâ â íàêîïèòåëÿõ ñóùåñòâåííî ðàñøèðèò èõ êðóãîçîð è âîçìîæ-
íîñòè ïëàíèðîâàíèÿ ïîëåçíûõ èçìåðåíèé ñ ïó÷êàìè, à òàêæå ïðîåêòèðîâàíèÿ íîâûõ
ìàøèí. Îïèñàíèå ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ áîëüøèíñòâà èç ýòèõ ïðîáëåì ðàññåÿíî
ïî æóðíàëüíûì ñòàòüÿì è äîêëàäàì íà óñêîðèòåëüíûõ êîíôåðåíöèÿõ. Ìàòåðèàëû,
âêëþ÷åííûå â ïîñîáèå, ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿþò äîñòóïíóþ ñòóäåíòàì è íàó÷íûì
ñîòðóäíèêàì ëèòåðàòóðó î âëèÿíèè ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà íà åãî
ïàðàìåòðû.
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Ãëàâà 1

Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ìåðó îïàñíîñòè íåóñòîé÷èâîñòåé èîííûõ ïó÷êîâ èç-çà êó-
ëîíîâñêîãî ðàñòàëêèâàíèÿ ÷àñòèö ïðèíÿòî õàðàêòåðèçîâàòü âåëè÷èíîé êóëîíîâñêîãî
ñäâèãà ÷àñòîòû ïó÷êà ∆νL. Êîíêðåòèçàöèÿ ýôôåêòîâ îòâåòñòâåííûõ çà óñòàíîâëåíèå
òîãî èëè èíîãî çíà÷åíèÿ ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ ∆νL ïðåäñòàâëÿåòñÿ î÷åíü çàìàí÷è-
âîé. Åñëè óäàåòñÿ óñòàíîâèòü ãëàâíóþ ïðè÷èíó îãðàíè÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïó÷êà,
òî îòêðûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü óñòðàíåíèÿ èëè ñóùåñòâåííîãî îñëàáëåíèÿ êîíêðåòíî-
ãî ìåõàíèçìà íåóñòîé÷èâîñòè. Ïîýòîìó ðàçëè÷íûå ïîïûòêè âû÷èñëåíèÿ ïîðîãîâîãî
çíà÷åíèÿ ∆νL ïðåäïðèíèìàþòñÿ ïîñòîÿííî. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè ïðè÷èíà-
ìè îãðàíè÷åíèÿ ∆νL ñ÷èòàþòñÿ íåóñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé ÷àñòèö ïó÷êà ïðè ïðèáëè-
æåíèè ÷àñòîò êîëåáàíèé ê ðåçîíàíñíûì çíà÷åíèÿì.

Âìåñòå ñ òåì, åù¼ îäíèì èç ìåõàíèçìîâ îãðàíè÷åíèÿ äîñòèæèìûõ çíà÷åíèé ∆νL
ìîæåò ÿâëÿòüñÿ íàðóøåíèå óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà èç-
çà åãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îêðóæàþùèìè ýëåêòðîäàìè. Îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íàèáî-
ëåå ñèëüíî ñ îêðóæàþùèìè ýëåêòðîäàìè âçàèìîäåéñòâóþò äèïîëüíûå êîãåðåíòíûå
êîëåáàíèÿ ïó÷êà. Ê òîìó æå, â îòëè÷èå îò äðóãèõ ìîä äèïîëüíûå êîëåáàíèÿ íàèáî-
ëåå ïðîñòî íàáëþäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ óñòàíîâëåííûõ âäîëü çàìêíóòîé îðáèòû ïó÷êà
ïèêàï-ýëåêòðîäîâ.

Â íàêîïèòåëÿõ ñ èäåàëüíîé, ëèíåéíîé ôîêóñèðîâêîé äèïîëüíûå êîãåðåíòíûå êî-
ëåáàíèÿ ïó÷êà âîîáùå íå ñâÿçàíû ñ ïîëÿìè åãî ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà. Ïîýòîìó,
íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûå çàâèñèìîñòè ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà
ïó÷êà îò êîîðäèíàò èîíîâ, ýòè ïîëÿ íèêàê íå ñêàçûâàþòñÿ íà õàðàêòåðå ðàçâèòèÿ
äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà. Ïðàâäà, â òàêèõ óñëîâèÿõ âçàèìîäåéñòâèå
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà ñ äèññèïàòèâíûìè îêðóæàþùèìè ýëåêòðîäàìè ïðè-
âîäèò ê ãëîáàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé ïó÷êà. Ïîðîãîâûå òîêè ïó÷êà â íàêî-
ïèòåëå ñ òàêîé ôîêóñèðîâêîé ðàâíû íóëþ.

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ïîäîáíûõ óñòàíîâîê â íèõ äîëæåí áûòü çà-
äåéñòâîâàí òîò èëè èíîé ìåõàíèçì ïîäàâëåíèÿ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà. Òàêàÿ
âîçìîæíîñòü ïîÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, â ìàøèíàõ ñ ðåàëüíîé ôîêóñèðîâêîé, â êîòîðûõ
÷àñòîòû êîëåáàíèé ÷àñòèö çàâèñÿò îò àìïëèòóä èõ êîëåáàíèé èëè îò èõ ýíåðãèé. Ïî-
ìèìî ïðî÷åãî, ýòè îñîáåííîñòè äâèæåíèÿ ÷àñòèö âäîëü çàìêíóòîé îðáèòû ñâÿçûâàþò
íåêîãåðåíòíûå è êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ â ïó÷êå. Â ÷àñòíîñòè, îáåñïå÷èâàåòñÿ âëè-
ÿíèå ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà íà çàòóõàíèå Ëàíäàó è, ñëåäîâàòåëüíî,
íà óñòîé÷èâîñòü åãî äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Êðîìå îïðåäåëåíèÿ óñëî-
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âèé óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé è óñòàíîâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîðîãî-
âûõ çíà÷åíèé êóëîíîâñêîãî ñäâèãà ÷àñòîòû ïó÷êà, â èçìåðåíèÿõ ñ òàêèìè ïó÷êàìè
ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü íåïîñðåäñòâåííîãî èçìåðåíèÿ âåëè÷èíû ∆νL ïîñðåäñòâîì
íàáëþäåíèÿ ñïåêòðîâ èõ äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé è ôëóêòóàöèé.

1.1. Âîçìóùåíèÿ êîëåáàíèé èîíîâ ïîëÿìè

ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà

Äîñòèæèìûå ïëîòíîñòè ïó÷êîâ â óñêîðèòåëÿõ è íàêîïèòåëÿõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö
ìîãóò îãðàíè÷èâàòüñÿ êóëîíîâñêèì îòòàëêèâàíèåì îäíîèìåííî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö
ïó÷êà. Ïî ïðèíÿòîé òåðìèíîëîãèè ýòîò êðóã ÿâëåíèé íàçûâàþò ýôôåêòàìè ïðî-
ñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà. Îáû÷íî òàêèå îãðàíè÷åíèÿ îáñóæäàþòñÿ â ñâÿçè ñ
ïó÷êàìè òÿæåëûõ ÷àñòèö (èîíîâ), ýíåðãèè ÷àñòèö â êîòîðûõ äàëåêè îò óëüòðàðåëÿ-
òèâèñòñêèõ îáëàñòåé. Èç âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ òàêèõ ÿâëåíèé ìû îáñóäèì ëèøü íåêî-
òîðûå, îãðàíè÷èâàþùèå âîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ ïëîòíûõ ïó÷êîâ â öèêëè÷åñêèõ ìà-
øèíàõ çà ñ÷åò íåóñòîé÷èâîñòè ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö.

Íèæå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îñíîâíûå îãðàíè÷åíèÿ íà äîñòèæèìîå çíà÷åíèå ïëîò-
íîñòè ïó÷êà ñâÿçàíû ñ êóëîíîâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì ÷àñòèö. Åñëè ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü
äâèæåíèÿ ÷àñòèö ïó÷êà âäîëü çàìêíóòîé îðáèòû ðàâíà v, x îáîçíà÷àåò îòêëîíåíèå
÷àñòèöû îò çàìêíóòîé îðáèòû â ãîðèçîíòàëüíîì, à y � â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíè-
ÿõ, òî âîçìóùåíèÿ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö ñèëàìè ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà
ïó÷êà îïèñûâàþòñÿ ñèëîé

Fα = − 1

γ2
∂U

∂rα
, α = x, y. (1.1)

Çäåñü γ = 1/
√

1− v2/c2 � ðåëÿòèâèñòñêèé ôàêòîð ÷àñòèöû, v � åå ñêîðîñòü. Ïîÿâ-
ëåíèå â ôîðìóëå (1.1) ìíîæèòåëÿ 1/γ2 îïèñûâàåò ÷àñòè÷íóþ êîìïåíñàöèþ êóëîíîâ-
ñêîãî îòòàëêèâàíèÿ ÷àñòèö ïó÷êà ïðèòÿæåíèåì ñîâìåñòíî äâèæóùèõñÿ òîêîâ ýòèõ
÷àñòèö. Åñëè N � ÷èñëî ÷àñòèö â ïó÷êå, à e � çàðÿä èîíà, òî âõîäÿùàÿ â (1.1) ôóíêöèÿ
U óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
− 1

γ2
∂2

∂s2

)
U = −4πNe24(x, y)ρ(z) (1.2)

ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà ïîâåðõíîñòè âàêóóìíîé êàìåðû. Â
ýòîì óðàâíåíèè z = s− vt, s � ïóòü ïðîéäåííûé ÷àñòèöåé âäîëü çàìêíóòîé îðáèòû ê
ìîìåíòó âðåìåíè t, à ρ(z) � ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ÷àñòèö â ïó÷êå. Åñëè l⊥� õàðàêòåð-
íûé ïîïåðå÷íûé ðàçìåð âàêóóìíîé êàìåðû, à ls� õàðàêòåðíûé ìàñøòàá èçìåíåíèÿ
ïîëÿ ïó÷êà âäîëü çàìêíóòîé îðáèòû, òî ïðîèçâîäíûå â óðàâíåíèè (1.2) ïî ïðÿäêó
âåëè÷èíû îöåíèâàþòñÿ îòíîøåíèÿìè

∂U

∂r⊥
∼ U

l⊥
,
∂U

∂s
∼ U

ls
.

Îáû÷íî ïðåäïîëàãàþò, ÷òî â òèïè÷íîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ïó÷êà è íàêîïèòåëÿ âû-
ïîëíåíî ñîîòíîøåíèå l⊥ ≪ γls. Òîãäà ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (1.2) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
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êðèâèçíîé òðàåêòîðèè, à òàêæå, ãäå ýòî íå áåññìûñëåííî, îòíåñòè ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëåé ïó÷êà íà áåñêîíå÷íîñòü. Ïðèíÿâ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö
ïî ïîïåðå÷íûì êîîðäèíàòàì ãàóññîâî ñ øèðèíàìè σx è σy, ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ

U(r) = Ne2ρ(z)
∫

dkxdkyuyux

π(k2
x + k2

y)
, (1.3)

ãäå ux = exp (ikxx− k2
xσ

2
x/2), à uy = exp

(
ikyy − k2

yσ
2
y/2
)
. Ýòè ôîðìóëû äàþò çíà-

÷åíèÿ ñèë âîçìóùåíèÿ êîëåáàíèé ÷àñòèö ïó÷êà â ïðèáëèæåíèè ëîêàëüíûõ ïîëåé.
Èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé ÿñíî, ÷òî ïðè óäàëåíèè îò öåíòðà ïó÷êà êîìïîíåíòû ñèëû â
ôîðìóëå (1.1) ñíà÷àëà óâåëè÷èâàþòñÿ. Íàïðèìåð, â îáëàñòè, ãäå x ≪ σx, ýòî ïðîèñõî-
äèò ïî ëèíåéíîìó çàêîíó. Âíå ïó÷êà êîìïîíåíòû Fα óìåíüøàþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî
1/
√

x2 + y2. Ïîýòîìó ñèëû ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà ñóùåñòâåííî íåëè-
íåéíî çàâèñÿò îò êîîðäèíàò ÷àñòèö.

1.1.1. Êóëîíîâñêèé ñäâèã ÷àñòîòû

Â íàêîïèòåëå ñ æåñòêîé ôîêóñèðîâêîé ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ èîíîâ îòíîñèòåëüíî
çàìêíóòîé îðáèòû îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëàìè

x =
√
Jxβx(s) cosψx + η(s)

∆p
p
,

x′ =
β′x
2βx

(
x− η(s)∆p

p

)
+ η′(s)

∆p
p

−
√

Jx
βx

sinψx,

y =
√
Jyβy(s) cosψy, y′ =

β′y
2βy

y −

√
Jy
βy

sinψy, (1.4)

Jx =
1

βx

(
x− η(s)∆p

p

)2

+ βx

(
x′ − η′(s)∆p

p
− β

′
x

2βx

[
x− η(s)∆p

p

])2

,

Jy =
y2

βy
+ βy

(
y′ −

β′y
2βy

y

)2

, Ix,y =
Jx,yp

2
,
dψx,y

ds
=

1

βx,y(s)
.

Çäåñü βx,y(s) � β-ôóíêöèè áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö, Ix,y � ïåðåìåííûå äåé-
ñòâèå, à ψx,y � ôàçû ãîðèçîíòàëüíûõ è âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé, η � äèñïåðñèîííàÿ
ôóíêöèÿ êîëüöà, s � òåêóùåå ðàññòîÿíèå âäîëü çàìêíóòîé îðáèòû, øòðèõ îçíà÷àåò
ïðîèçâîäíóþ ïî s. Ôîðìóëû (1.4) îñóùåñòâëÿþò êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå îò ïå-
ðåìåííûõ x, px = px′ è y, py = py′ ê ïåðåìåííûì äåéñòâèå � ôàçà íåâîçìóùåííûõ
êîëåáàíèé, p = γMv � èìïóëüñ ñèíõðîííîé ÷àñòèöû.

Îñíîâíûå îãðàíè÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïó÷êà ïîëÿìè ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà
â öèêëè÷åñêèõ ìàøèíàõ ñâÿçàíû ñ íåëèíåéíûìè çàâèñèìîñòÿìè ýòèõ ïîëåé îò îò-
êëîíåíèé ÷àñòèöû îò çàìêíóòîé îðáèòû. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïðèâîäèò ê çàâèñèìîñòè
áåòàòðîííûõ ôóíêöèé è ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö îò àìïëèòóä èõ êîëåáàíèé. Ïî
ýòîé ïðè÷èíå ýìèòòàíñ ïó÷êà è àêöåïòàíñ êîëüöà ìîãóò áûòü ñîãëàñîâàíû ëèøü äëÿ
êàêîé-òî îäíîé àìïëèòóäû èëè, âîçìîæíî, äëÿ íåêîòîðîé îáëàñòè àìïëèòóä êîëåáà-
íèé. Ìû ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ âû÷èñëåíèÿ èçìåíåíèé ÷àñòîò áåòàòðîííûõ
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êîëåáàíèé èîíîâ ïîëÿìè ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà. Ñðåäè ïðî÷åãî, òàêèå ôîð-
ìóëû áóäóò íàì ïîëåçíû äëÿ àíàëèçà îñîáåííîñòåé çàòóõàíèÿ Ëàíäàó ïîïåðå÷íûõ
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé èíòåíñèâíûõ èîííûõ ïó÷êîâ.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (1.1) è (1.3), íàéäåì, ÷òî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìåòîäà
óñðåäíåíèÿ ñäâèã ÷àñòîòû, íàïðèìåð ãîðèçîíòàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé, îïðå-
äåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (íàïðèìåð, â [4])

∆νx =
2R0

pv

∂U00

∂Jx

=
2R0

pv

Ne2ρ(z)
γ2

(1.5)

× ∂

∂Jx

∫ Π
0

ds

Π

∫
d2k

πk2
J0(kxax)J0(kyay) exp

(
−
k2
xσ

2
x + k2

yσ
2
y

2

)
.

Çäåñü Jm(x) � ôóíêöèè Áåññåëÿ ïîðÿäêà m, ax,y =
√

Jx,yβx,y � àìïëèòóäû ãîðè-
çîíòàëüíûõ èëè âåðòèêàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö, 2πR0 � ïåðèìåòð çà-
ìêíóòîé îðáèòû. Íèæå, äëÿ ïðîñòîòû, ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçáðîñ èìïóëüñîâ â
ïó÷êå íàñòîëüêî ìàë, ÷òî â êàæäîé òî÷êå çàìêíóòîé îðáèòû âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøå-
íèå βxϵx ≫ η2σ2p, ãäå ϵx � ãîðèçîíòàëüíûé ýìèòòàíñ, à σp � îòíîñèòåëüíûé ðàçáðîñ
èìïóëüñîâ ïó÷êà.

Âû÷èñëèì ñíà÷àëà ∆νx, ïðèíÿâ, ÷òî Iy = 0. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå

∂

∂Jx
J0(kx

√
Jxβx) = −kx

2

√
βx
Jx

J1(kx
√

Jxβx),

ïèøåì

∆νx(Jx) = −R0

pv

Ne2ρ(z)
γ2

∫ Π
0

ds

Π

√
βx
Jx

×
∫ ∞

−∞
dkxkxJ1(kx

√
Jxβx) exp

(
−k2

xσ
2
x

2

)
×
∫ ∞

−∞

dky
π(k2

x + k2
y)

exp

(
−
k2
yσ

2
y

2

)
.

Ïîäñòàâèâ â ýòî âûðàæåíèå σ2x,y = ϵx,yβx,y è x = kx
√
Jxβx, ïîëó÷èì

∆νx = −4R0Ne2

πpvγ2
ρ(z)
Jx

∫ Π
0

ds

Π

∫ ∞

0

du

(1 + u2)

×
∫ ∞

0

dxJ1(x) exp

(
− x2

2Jx

[
ϵx + u2ϵy

βy
βx

])
. (1.6)

Âõîäÿùèé â ýòî âûðàæåíèå èíòåãðàë ïî x âû÷èñëÿåòñÿ, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ôóíê-
öèè Áåññåëÿ J1(x) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì x

J1(x) =
x

2

∞∑
k=0

(−1)k x2k

22kk!(k + 1)!
.
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Ïîýòîìó ïèøåì

S =

∫ ∞

0

dxJ1(x)e
−ax2

=
∞∑
k=0

(−1)k

22k+1k!(k + 1)!

∫ ∞

0

dxx2k+1e−ax2

=
∞∑
k=0

(−1)k

22k+2k!(k + 1)!

∫ ∞

0

dttke−at =
1

4a

∞∑
k=0

1

(k + 1)!

(
−1

4a

)k

èëè

S = −
∞∑
k=0

1

(k + 1)!

(
−1

4a

)k+1

= −
∞∑
k=1

1

k!

(
−1

4a

)k

(1.7)

= 1− exp

(
− 1

4a

)
.

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â ôîðìóëó (1.6), íàõîäèì

∆νx =− 2R0Ne2

pvγ2
ρ(z)
Jx

∫ Π
0

ds

Π
(1.8)

×

[
1− 2

π

∫ ∞

0

du

(1 + u2)
exp

(
− Jxβx
2
[
σ2x + u2σ2y

])] .
Âõîäÿùèå â ýòî âûðàæåíèå áåòàòðîííûå ôóíêöèè, â ñâîþ î÷åðåäü, äîëæíû âû÷èñ-
ëÿòüñÿ ñ ó÷åòîì âîçìóùåíèé êîëåáàíèé ÷àñòèö ïîëÿìè ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà.
Ñîîòâåòñòâóþùèå èçìåíåíèÿ îñîáåííî âåëèêè âáëèçè ãðàíèö îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè
êîëåáàíèé. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ðàáî÷àÿ òî÷êà ïî ÷àñòîòàì êîëåáàíèé ÷àñòèö íå ïðèáëèæåíà
ê ýòèì ãðàíèöàì, ìû íå áóäåì çäåñü îáñóæäàòü ýòîò âîïðîñ.

Ôîðìóëà (1.8) óïðîùàåòñÿ â äâóõ âàæíûõ ñëó÷àÿõ. Òàê, äëÿ ïëîñêèõ ïó÷êîâ
(σx ≫ σy) ìû ìîæåì ïîëîæèòü â íåé ϵy = 0. Â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëåíèå èíòåãðà-
ëà ïî u äàåò

2

π

∫ ∞

0

du

(1 + u2)
exp

(
− Jxβx
2
[
σ2x + u2σ2y

])

≃ exp

(
− Jx
2ϵx

)
2

π

∫ ∞

0

du

(1 + u2)
= exp

(
− Jx
2ϵx

)
è, ñëåäîâàòåëüíî,

∆νx(Jx) = −∆νL
ρ(z)
ρ(0)

[1− exp(−Jx/(2ϵx)]

Jx/(2ϵx)
. (1.9)

Çäåñü ìû ââåëè âåëè÷èíó

∆νL =
Ne2Πρ(0)
2πpvγ2ϵx

, (1.10)

êîòîðàÿ ðàâíà (ñ îáðàòíûì çíàêîì) ñäâèãó áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòû ìàëûõ áåòàòðîí-
íûõ êîëåáàíèé ñèíõðîííîé ÷àñòèöû. Â îòñóòñòâèå äðóãèõ âîçìóùåíèé âåëè÷èíà ∆νL,
ïîìèìî ñäâèãîâ ÷àñòîò, îïðåäåëÿåò ìîùíîñòè ðåçîíàíñîâ êîëåáàíèé ÷àñòèö, îáóñëîâ-
ëåííûõ ïîëÿìè ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà. Îíà èãðàåò ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü ïðè
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îïèñàíèè ýôôåêòîâ ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà è íîñèò íàçâàíèå êóëîíîâñêîãî ñäâè-
ãà ÷àñòîòû. Îòìåòèì, ÷òî ïðè çàäàííîé âåëè÷èíå ýìèòòàíñà ïó÷êà çíà÷åíèå ∆νL
óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì ýíåðãèè ÷àñòèö ïðîïîðöèîíàëüíî 1/(γ3(v/c)2). Ïî ýòîé ïðè-
÷èíå áûñòðîå óñêîðåíèå ÷àñòèö ïîçâîëÿåò îñëàáèòü îãðàíè÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïó÷-
êà, îáÿçàííûå âëèÿíèþ ïîëåé åãî ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà.

Äðóãîé âàæíûé ñëó÷àé, êîãäà âû÷èñëåíèå ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ â (1.8) óäà-
åòñÿ óïðîñòèòü, ðåàëèçóåòñÿ äëÿ ïó÷êîâ ñ êðóãëûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì (σx = σy).
Äëÿ ýòîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ïèøåì

∆νx =
2R0Ne2

pvγ2
ρ(z)
Jx

∫ Π
0

ds

Π
(1− A(s)) , (1.11)

ãäå

A(s) =
2

π

∫ ∞

0

exp

(
− b

1 + u2

)
du

1 + u2
, b =

Jxβx(s)
σ2(s)

èëè, èñïîëüçóÿ ïîäñòàíîâêó u = tanα,

A =
2

π

∫ π
2

0

exp
(
−b cos2 α

)
dα

= e−b/2

∫ π
0

exp

(
− b

2
cos (α)

)
dα
π

= e−b/2I0(b/2).

Çäåñü I0(x) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïîðÿäêà 0 îò ìíèìîãî àðãóìåíòà. Ïîäñòàâèâ ýòî âû-
ðàæåíèå â (1.11), ïîëó÷àåì

∆νx = −∆νL
ρ(z)
ρ(0)

2ϵx
Jx

∫ Π
0

ds

Π
[1− e−b/2I0(b/2)]. (1.12)

Äëÿ ÷àñòèö ñ ìàëûìè àìïëèòóäàìè áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé âûðàæåíèå (1.8) çà-
ïèñûâàåòñÿ â âèäå

∆νx(0) = −∆νL
ρ(z)
ρ(0)

∫ Π
0

ds

Π
σx(s)

σx(s) + σy(s)
.

Åñëè ϵx = ϵy = ϵ, à ôîêóñèðîâêà ìàøèíû ñîñòàâëåíà èç ÔÎÄÎ-ÿ÷ååê, òî âäîëü
îðáèòû ñóììà βx + βy ïðèìåðíî ïîñòîÿííà. Ïîýòîìó ïèøóò

∆νx(z) = −∆νL
ρ(z)
ρ(0)

βx(s)

[βx(s) + βy(s)]/2
, (1.13)

à âåëè÷èíó ∆νL îïðåäåëÿþò ñîãëàñíî ôîðìóëå

∆νL =
Ne2Πρ(0)
4πpvγ2ϵ

. (1.14)

Äîâîëüíî ÷àñòî â òàêèõ ôîðìóëàõ âìåñòî ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ ïîïåðå÷íûõ ðàçìå-
ðîâ ïó÷êà ïîäñòàâëÿþò èõ øèðèíû (d), ñ÷èòàÿ, íàïðèìåð, ÷òî ïëîòíîñòè ïó÷êà â
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âåðòèêàëüíîì è ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèÿõ ïîñòîÿííû. Òîãäà, ïîñêîëüêó d2 ≃ 2σ2⊥,
ôîðìóëà (1.14) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

∆νL =
Ne2Πρ(0)β⊥
2πpvγ2d2

. (1.15)

Âåëè÷èíû ñäâèãîâ ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö çà ñ÷åò èõ âîçìóùåíèé ïîëÿìè ïðî-
ñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè àìïëèòóä
êîëåáàíèé (Ix,y → ∞). Ïîýòîìó, íàïðèìåð, ÷àñòîòû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé âñåõ
÷àñòèö ïó÷êà íà ïëîñêîñòè (νx, νy) ðàñïîëîæåíû â îáëàñòè, ãðàíèöû êîòîðîé îïðå-
äåëÿþòñÿ íåðàâåíñòâîì

−∆νL ≤ ∆νx,y(Jx, Jy) ≤ 0.

Ïî ïðèíÿòîé òåðìèíîëîãèè, ýòà îáëàñòü íàçûâàåòñÿ ñëåäîì ïó÷êà íà ïëîñêîñòè
(νx, νy). Åñëè íåëèíåéíîñòü áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö îïðåäåëÿåòñÿ èñêëþ÷è-
òåëüíî íåëèíåéíûìè çàâèñèìîñòÿìè ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà îò ïî-
ïåðå÷íûõ êîîðäèíàò ÷àñòèö, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñëåäà ïó÷êà íà ïëîñêîñòè (νx, νy),
ïîìèìî ∆νx(Jx, 0), òðåáóåòñÿ âû÷èñëåíèå ñäâèãîâ ÷àñòîò ∆νx(0, Jy), à òàêæå ∆νy(Jx, 0)
è ∆νy(0, Jy). Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (1.5) âåëè÷èíà ∆νx(0, Jy) ðàâíà

∆νx(0, Jy) = −2R0

πpv
Ne2ρ(z)
γ2

∫ Π
0

ds

Π
βx

∫ ∞

0

du
u2

(1 + u2)

×
∫ ∞

0

dkkJ0(kay) exp

(
−
k2[u2σ2x + σ

2
y]

2

)
.

Èíòåãðàë ïî k â ýòîì âûðàæåíèè âû÷èñëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû∫ ∞

0

kJ0(ka)e
−k2b2/2dk =

1

b2
exp

(
− a2

2b2

)
.

Ðåçóëüòàò çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

∆νx(0, Jy) = −2R0

πpv
Ne2ρ(z)
γ2

∫ Π
0

ds

Π
βx(s) (1.16)

×
∫ ∞

0

u2

(1 + u2)
(
u2σ2x + σ2y

) exp(− a2y

2
(
u2σ2x + σ2y

)) du.

Ïðîñòûå âûðàæåíèÿ äëÿ ∆νx(0, Jy) ïîëó÷àþòñÿ äëÿ ïó÷êîâ ñ ïëîñêèì ïîïåðå÷íûì
ñå÷åíèåì (σy ≪ σx) è äëÿ ïó÷êîâ ñ êðóãëûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì (σy = σx = σ). Â
ïåðâîì ñëó÷àå (σy ≪ σx) â èíòåãðàëå ïî u ïîëàãàåì σy = 0 è ïîýòîìó ïèøåì

∆νx (0, Jy) ≃ −2R0

πpv
Ne2ρ(z)
γ2σ2x

∫ Π
0

ds

Π
βx(s)

∫ ∞

0

du

1 + u2
exp

(
−

a2y
2u2σ2x

)
.

Èíòåãðèðîâàíèå ïî u âûïîëíÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë∫ ∞

0

1

1 + u2
exp

(
−a2

u2

)
du =

∫ ∞

0

1

1 + 1/u2
exp

(
−a2

u2

)
du

u2

=

∫ ∞

0

1

1 + u2
exp

(
−a2u2

)
du =

π
2
ea

2

(1− erf(a)) ,
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ãäå

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e−t2dt

� èíòåãðàë âåðîÿòíîñòè. Ïîýòîìó äëÿ ïëîñêîãî ïó÷êà ïîëó÷àåì

∆νx (0, Jy) ≃ −R0

pv

Ne2ρ(z)
γ2σ2x

∫ Π
0

ds

Π
βx(s) exp

(
a2y
2σ2x

)
(1.17)

×
[
1− erf

(
ay

σx
√
2

)]
.

Äëÿ ïó÷êà ñ êðóãëûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì ïèøåì

∆νx (0, Jy) =− R0

2pv

Ne2ρ(z)
γ2σ2

∫ Π
0

ds

Π
βx(s)e−a2/2 (1.18)

×
[
I0

(
a2

2

)
+ I1

(
a2

2

)]
, a2 =

Jyβy
2σ2

.

Èç ýòèõ âûðàæåíèé âèäíî, ÷òî ïðè áîëüøèõ àìïëèòóäàõ âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé
âåëè÷èíà ∆νx(0, Jy) óìåíüøàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî 1/

√
Jy.

Ðåçîíàíñíûå âîçìóùåíèÿ, ÷àñòîòû êîòîðûõ ïîïàäàþò â îáëàñòü ñëåäà ïó÷êà, áó-
äóò óâåëè÷èâàòü àìïëèòóäû êîëåáàíèé ÷àñòèö. Ýòî ìîæåò ñîïðîâîæäàòüñÿ êàê óâå-
ëè÷åíèåì ðàçìåðîâ ïó÷êà, òàê è óìåíüøåíèåì ÷èñëà ÷àñòèö â ïó÷êå. Âî âñÿêîì ñëó-
÷àå, ìîùíîñòè òàêèõ ðåçîíàíñîâ ñëåäóåò ïîäàâëÿòü.

Â ñãðóïïèðîâàííîì ïó÷êå êóëîíîâñêèå ñäâèãè ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ñèí-
õðîííûõ è íåñèíõðîííûõ ÷àñòèö ïó÷êà ðàçëè÷íû. Ýòî ïðèâîäèò ê ìîäóëÿöèè ñäâè-
ãîâ ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ñèíõðîòðîííûìè êîëåáàíèÿìè ÷àñòèö. Ïîýòîìó
ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ìíîãîêðàòíîå ïðîõîæäåíèå ÷àñòèöàìè ðåçîíàíñîâ èëè âîç-
áóæäåíèå ñèíõðîáåòàòðîííûõ ðåçîíàíñîâ.

1.1.2. Ðåçîíàíñû çà ñ÷åò ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà

Ìîäóëÿöèÿ ðàçìåðîâ ïó÷êà ïðè åãî äâèæåíèè âäîëü îðáèòû ìîæåò âûçûâàòü ðå-
çîíàíñíûå âîçìóùåíèÿ êîëåáàíèé ÷àñòèö ïîëÿìè ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà.
Ïîñêîëüêó ñäâèãè ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö çà ñ÷åò ïîëåé ïðîñòðàí-
ñòâåííîãî çàðÿäà îòðèöàòåëüíû, ïîëîæåíèå òàêèõ ðåçîíàíñîâ íà ðàáî÷åé êëåòêå ÷à-
ñòîò îòëè÷àåòñÿ îò ïîëîæåíèé ìàøèííûõ ðåçîíàíñîâ. Òàê, äëÿ îäíîìåðíûõ áåòà-
òðîííûõ êîëåáàíèé óñëîâèå ðåçîíàíñà

∆ν⊥(Jx, Jz) =
n

m
− ν⊥

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ÷àñòîò ν⊥, ðàñïîëîæåííûõ âûøå ëèíèè ìàøèííîãî ðåçîíàíñà n/m.
Â ñèëó ñèììåòðèè ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà è ïî àíàëîãèè ñ íåóñòîé÷è-
âîñòüþ âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ (íàïðèìåð, â [5]) ìîæíî áûëî áû îæèäàòü, ÷òî â ìàøèíàõ
ñ áîëüøèì ïðîñòðàíñòâåííûì çàðÿäîì ïó÷êà ïðåäïî÷òèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ÷àñòîò áå-
òàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö áóäóò ðàñïîëàãàòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî íèæå ëèíèé ðå-
çîíàíñîâ êîëüöà ÷åòíîãî ïîðÿäêà (m = 2k, ãäå k � öåëîå ÷èñëî). Ìåæäó òåì ýòî íå
âñåãäà òàê.
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Äëÿ óïðîùåííîé èëëþñòðàöèè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ðàññìîòðèì ñëó÷àé îäíîìåð-
íûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö. Ïóñòü, íàïðèìåð, ÷àñòèöà êîëåáëåòñÿ â ãîðè-
çîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Òîãäà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìåòîäà óñðåäíåíèÿ ìîùíîñòè
ðåçîíàíñîâ èç-çà ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà îïðåäåëÿþòñÿ ãàðìîíèêàìè

Umn(Jx) =
4R0

πpv
Ne2ρ(z)
γ2

∫ Π
0

ds

Π
exp(imψx(θ)− imνxθ+ inθ)

×
∫ ∞

0

du

1 + u2

∫ ∞

−∞

dk

k
Jm(k) exp

(
ikη(s)δ√

Jxβx
−

k2[σ2x + u2σ2y]

2Jxβx

)
. (1.19)

Çäåñü θ = s/R0, à δ = ∆p/p. Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå ψx(θ)−imνxθ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷å-
ñêîé ôóíêöèåé θ, â ôîðìóëå (1.19) ÿñíî âèäíû äâå âàæíûå îñîáåííîñòè ðåçîíàíñîâ
èç-çà ñèë ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà. Âî-ïåðâûõ, ãàðìîíèêè Umn îòëè÷íû îò íóëÿ
ëèøü áëàãîäàðÿ ìîäóëÿöèÿì áåòàòðîííûõ ôóíêöèé âäîëü îðáèòû íàêîïèòåëÿ. Ïî-
ýòîìó, íàïðèìåð, â ìàøèíàõ ñ êðóãîâûìè îðáèòàìè ïîëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà
íå âûçûâàþò ðåçîíàíñíûõ âîçìóùåíèé. Íàðÿäó ñ ýòèì, áîëåå ïëàâíàÿ ðàñïðåäåëåí-
íîñòü âîçìóùåíèÿ êîëåáàíèé ÷àñòèö ñèëàìè ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà âäîëü îðáèòû
ïðèâîäèò ê áîëåå áûñòðîìó óìåíüøåíèþ âåëè÷èí ðåçîíàíñíûõ ãàðìîíèê |Umn| ñ óâå-
ëè÷åíèåì èõ íîìåðîâ (m) ïî ñðàâíåíèþ ñ òåì, êàê ýòî áûëî, íàïðèìåð, äëÿ ýôôåêòîâ
âñòðå÷è.

Âî-âòîðûõ, â öèêëè÷åñêèõ óñêîðèòåëÿõ è íàêîïèòåëÿõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö äèñ-
ïåðñèîííàÿ ôóíêöèÿ êîëüöà âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ çàìêíóòîé îðáèòû íå ðàâíà íóëþ.
Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïîëÿ, äåéñòâóþùèå íà íåñèíõðîííûå ÷àñòèöû, íå îáëàäàþò îïðå-
äåëåííîé ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî ñìåíû çíàêà xb = x − ηδ. Äëÿ òàêèõ ÷àñòèö
ãàðìîíèêè Umn îòëè÷íû îò íóëÿ êàê ïðè ÷åòíûõ, òàê è ïðè íå÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ
m. Ýòî âäâîå ðàñøèðÿåò ñåìåéñòâî îïàñíûõ ðåçîíàíñîâ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì
íåóñòîé÷èâîñòè âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ. Âû÷èñëèì, íàïðèìåð, U1,n. Ïðåäïîëàãàÿ σy = 0 è
|ηδ| ≪ σx, ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (1.19) ïèøåì

U1,n(Jx) ≃
4R0

pv

Ne2ρ(z)

γ2
√
Jx

iδ
∫ Π
0

ds

Π
eiϕ(s)

η(s)√
βx

×
∫ ∞

0

dkJ1(k) exp

(
−k2ϵx

2Jx

)
.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëàìè (1.7) è (1.9), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

U1,n(Jx) = −2iδ∆νx(z, Jx)

√
Jx
ϵx

∫ Π
0

ds

Π
eiϕ(s)

η(s)
σx(s)

. (1.20)

Âåëè÷èíû ýòèõ ãàðìîíèê òåì áîëüøå, ÷åì áëèæå ÷àñòîòû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ê
öåëîìó ðåçîíàíñó è ÷åì áîëüøå âåëè÷èíà ∆νL.

Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ñîãëàñíî ôîðìóëàì (1.19) èëè (1.20) â ñãðóïïèðîâàí-
íîì ïó÷êå èîíîâ âåëè÷èíû ãàðìîíèê Um,n ìîäóëèðóþòñÿ ñèíõðîòðîííûìè êîëåáàíè-
ÿìè ÷àñòèö. Ýòî ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíîìó îãðàíè÷åíèþ äîñòèæèìîé ïëîòíîñòè
ïó÷êà èç-çà âîçìóùåíèé êîëåáàíèé ÷àñòèö ñèíõðîáåòàòðîííûìè ðåçîíàíñàìè. Åñëè
ðåçîíàíñû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö õîðîøî ðàçäåëåíû, òî ñèíõðîáåòàòðîííûå
ðåçîíàíñû ãðóïïèðóþòñÿ âáëèçè áåòàòðîííûõ ðåçîíàíñîâ è îòñòîÿò îò íèõ íà ðàñ-
ñòîÿíèÿõ, ïðîïîðöèîíàëüíûõ ÷àñòîòå ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé. Òàêàÿ âîçìîæíîñòü
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ìîæåò ñòàòü äîïîëíèòåëüíûì èñòî÷íèêîì ïåðåêðûòèÿ ðåçîíàíñîâ èíòåíñèâíûõ èîí-
íûõ ïó÷êîâ è äîïîëíèòåëüíûì èñòî÷íèêîì óìåíüøåíèÿ äîñòèæèìîé ïëîòíîñòè èîí-
íîãî ïó÷êà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ìàøèí îãðàíè÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïó÷êà åãî ïðîñòðàí-
ñòâåííûì çàðÿäîì îáû÷íî ó÷èòûâàåòñÿ îïðåäåëåíèåì íåêîòîðîãî ïðåäåëüíîãî çíà-
÷åíèÿ ∆νL. Ïðè áûñòðîì óñêîðåíèè ÷àñòèö ìîãóò îêàçàòüñÿ äîïóñòèìûìè çíà÷åíèÿ
∆νL ≤ 0.5. Äëÿ íàêîïèòåëåé ñ äëèòåëüíûì óäåðæàíèåì ïó÷êà ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå
∆νL îáû÷íî íå ïðåâûøàåò 0.1.

1.2. Êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ èîííûõ ïó÷êîâ

Â öèêëè÷åñêèõ óñêîðèòåëÿõ è íàêîïèòåëÿõ èîíîâ â äîïîëíåíèå ê îãðàíè÷åíè-
ÿì èç-çà ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà äîñòèæèìûå èíòåíñèâíîñòè ïó÷êîâ ìîãóò
îãðàíè÷èâàòüñÿ òåìè ïîëÿìè, êîòîðûå ïó÷îê íàâîäèò â îêðóæàþùèõ åãî ýëåêòðîäàõ
âàêóóìíîé êàìåðû. Â ÷àñòíîñòè, òàêèå íåóñòîé÷èâîñòè ìîãóò áûòü îáóñëîâëåíû è
ïîëÿìè ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà, åñëè, íàïðèìåð, ÷àñòîòû áåòàòðîííûõ êî-
ëåáàíèé èîíîâ ïðèáëèæàþòñÿ ê ðàöèîíàëüíûì ÷èñëàì. Ñîîòâåòñòâóþùèå íåóñòîé÷è-
âîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ÿâëÿþòñÿ ðåçîíàíñíûìè è ðåàëèçóþòñÿ ïðè ïîïàäàíèè
÷àñòîò êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé â çàïðåùåííûå ïîëîñû ÷àñòîò, îêðóæàþùèå ðåçîíàíñ-
íîå çíà÷åíèå. Èçó÷åíèå ñîâìåñòíîãî äåéñòâèÿ íà ïó÷îê íåëèíåéíûõ ðåçîíàíñîâ, ãå-
íåðèðóåìûõ ïîëÿìè ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà, è ïîëåé, êîòîðûå íàâîäÿòñÿ ïó÷êîì
â îêðóæàþùèõ åãî ýëåêòðîäàõ, ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñëîæíîé çàäà÷åé. Îáû÷íî, äëÿ åå
ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ïðèâëå÷åíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

Ê ñ÷àñòüþ, î÷åíü ìíîãèå íàêîïèòåëüíûå êîëüöà èîíîâ ìîãóò áûòü íàñòðîåíû òàê,
÷òîáû ÷àñòîòû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö íå ïîïàäàëè â çàïðåùåííûå ïîëîñû
ðåçîíàíñíûõ âîçìóùåíèé. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ, äåéñòâèå íà êîëåáàíèÿ ÷àñòèö ïîëåé ïðî-
ñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà ñâîäèòñÿ ê ñäâèãó ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö, ÷òî ìîæåò
ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü òðåáóåìûå âû÷èñëåíèÿ. Êàê èçâåñòíî, â òàêèõ ñëó÷àÿõ êîãå-
ðåíòíûå êîëåáàíèÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ èîííûõ ïó÷êîâ ìîãóò ñòàòü íåóñòîé÷èâûìè
èç-çà äèññèïàöèè ýíåðãèè ïîëåé, êîòîðûå ïó÷îê íàâîäèò â îêðóæàþùèõ åãî ýëåêòðî-
äàõ. Â äîïîëíåíèå ê íåóñòîé÷èâîñòÿì èç-çà ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà òàêèå
íåóñòîé÷èâîñòè ìîãóò îãðàíè÷èâàòü äîñòèæèìûå èíòåíñèâíîñòè ïó÷êîâ â øèðîêèõ
îáëàñòÿõ ñïåêòðîâ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà. Ïîñêîëüêó òàêèå íåóñòîé÷èâîñòè
ñàìè ïî ñåáå íå ñâÿçàíû ñ äåéñòâèåì íà ïó÷îê ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà, ìû
áóäåì íàçûâàòü èõ îáû÷íûìè íåóñòîé÷èâîñòÿìè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Êàê èç-
âåñòíî, îíè îñîáåííî ñèëüíû äëÿ äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êîâ. Ìîù-
íîñòè æå íåóñòîé÷èâîñòåé ìóëüòèïîëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ýêñïîíåíöèàëüíî
óáûâàþò ñ ðîñòîì íîìåðà ìóëüòèïîëüíîñòè ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîïåðå÷íûå ðàçìåðû
ïó÷êà ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûì ðàññòîÿíèåì äî ýëåêòðîäîâ, âûçûâàþùèõ
íåóñòîé÷èâîñòü. Ðàçáðîñû ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé â ïó÷êå ìîãóò ñòàáèëèçè-
ðîâàòü ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé áëàãîäàðÿ äåéñòâèþ íà êîëå-
áàíèÿ çàòóõàíèÿ Ëàíäàó. Â îáùèõ ñëó÷àÿõ, äåêðåìåíòû çàòóõàíèÿ Ëàíäàó óâåëè÷è-
âàþòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ðàçáðîñîâ ÷àñòîò â ïó÷êå.

Ïîëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà çàâèñÿò îò ðàçíîñòè ïîïåðå÷íûõ êîîðäè-
íàò èîíîâ è êîîðäèíàò öåíòðîâ òÿæåñòè ïó÷êà. Äëÿ íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà èîíîâ
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òàêèõ êîîðäèíàò äâå. Ýòî ïîëîæåíèå öåíòðà òÿæåñòè ïó÷êà â ãîðèçîíòàëüíîì íà-
ïðàâëåíèè (dx) è â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè (dy). Îáå ýòè âåëè÷èíû (äèïîëüíûå
ìîìåíòû ïó÷êà) îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñðåäíåàðèôìåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ñìåùåíèé ÷à-
ñòèö ïó÷êà îò çàìêíóòîé îðáèòû, Íàïðèìåð, ìû ìîæåì çàïèñàòü

dx(t) =
1

N

N∑
a=1

xa(t), dy(t) =
1

N

N∑
a=1

ya(t). (1.21)

Çäåñü a íóìåðóåò ÷àñòèöû â ïó÷êå. Ïðè âîçáóæäåíèè â ïó÷êå êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
âåëè÷èíû dx,y ìîãóò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ çàìêíóòîé
îðáèòû s è â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè. Â òàêîì ñëó÷àå ïó÷îê ðàçáèâàåòñÿ íà
ñëîè ðàçóìíî ìàëîé äëèíû δs âáëèçè òî÷åê îðáèòû s òàêèå, ÷òîáû ìîæíî áûëî áû
ïðèíÿòü, ÷òî ïëîòíîñòü ïó÷êà íà îòðåçêå îò s − δs/2 äî s + δs/2 ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿí-
íîé âåëè÷èíîé. Ïîñëå òàêîãî ðàçáèåíèÿ ñóììû ïî a â (1.21) çàìåíÿþòñÿ ñóììàìè,
êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ â ïðåäåëàõ èíòåðâàëà ðàçáèåíèÿ ñ ñóììèðîâàíèåì ïî ÷èñëó
÷àñòèö, ïîïàäàþùèõ â âûáðàííûé ñëîé. Íàïðèìåð, äëÿ ãîðèçîíòàëüíûõ êîëåáàíèé
ïèøåì:

dx(sa, t) =
1

N

∑
sa−δs≤sa1≤sa+δs

xa1(sa1t), (1.22)

Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ìû ìîæåì ðàçáèòü ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ïîïåðå÷-
íûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö ïó÷êà íà ìàëûå ÿ÷åéêè è ïðåäñòàâèòü äèïîëüíûå ìîìåíòû
dx,y(s, t) ñóììàìè äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ ÷àñòèö ïó÷êà, ïîïàäàþùèõ â çàäàííóþ ÿ÷åé-
êó ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïó÷êà. Åñëè ÷àñòîòû êîëåáàíèé ÷àñòèö íå çàâèñÿò îò èõ
êîîðäèíàò â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, òî êîëåáàíèÿ äèïîëüíîãî ìîìåíòà è êîëåáàíèÿ
÷àñòèö ïó÷êà áóäóò îñòàâàòüñÿ êîãåðåíòíûìè áåñêîíå÷íî äîëãî. Ïîýòîìó â íàêîïè-
òåëüíîì êîëüöå ñ ôîêóñèðóþùåé ñèñòåìîé, êîòîðàÿ ñàìà ïî ñåáå îáåñïå÷èâàåò ìîíî-
õðîìàòè÷íîñòü ïó÷êà, äèïîëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ è íåêîãåðåíòíûå áåòàòðîí-
íûå êîëåáàíèÿ èîíîâ íå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. Â òàêèõ óñëîâèÿõ ñèëû ïðîñòðàí-
ñòâåííîãî çàðÿäà íå ïðèâîäÿò ê äîïîëíèòåëüíîìó çàòóõàíèþ Ëàíäàó êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé ïó÷êà. Òàêîé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí âî ìíîãèõ ðàáîòàõ (íàïðèìåð, â [6]
� [10]).

Â ïðåíåáðåæåíèè âîçìóùåíèÿìè äâèæåíèÿ ÷àñòèö ïîëÿìè ïðîñòðàíñòâåííîãî çà-
ðÿäà íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà çàòóõàíèå Ëàíäàó êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îïðåäåëÿ-
åòñÿ ðàçáðîñàìè ÷àñòîò îáðàùåíèÿ ÷àñòèö, ðàçáðîñàìè ÷àñòîò èç-çà õðîìàòè÷íîñòè
÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé èëè èç-çà êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè ôîêóñèðóþùèõ
èîíû ïîëåé (íàïðèìåð, â [1]). ×òîáû îòëè÷èòü èõ îò èçìåíåíèé ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷à-
ñòèö ïîëÿìè ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà, ìû áóäåì íàçûâàòü òàêèå ðàçáðîñû ÷àñòîò
âíåøíèìè. Îíè âûçûâàþò ðàçðóøåíèå êîãåðåíòíîñòè êîëåáàíèé ÷àñòèö è äèïîëü-
íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà. Ýòî ñâÿçûâàåò äèïîëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáà-
íèÿ è íåêîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèö â ïó÷êå. Ïîýòîìó ìîæíî îæèäàòü èçìåíåíèé
ñïåêòðîâ äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà è óñëîâèé èõ óñòîé÷èâîñòè èç-çà
èíòåðôåðåíöèè âëèÿíèé âíåøíèõ ðàçáðîñîâ è ðàçáðîñîâ ÷àñòîò, îáóñëîâëåííûõ ïðî-
ñòðàíñòâåííûì çàðÿäîì ïó÷êà. Ïîìèìî òîãî, ÷òî èçìåíåíèÿ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà âàæíû ñàìè ïî ñåáå, èçó÷åíèå òàêèõ èíòåðôåðåíöèé
ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ïðÿìûå èçìåðåíèÿ êóëîíîâñêîãî ñäâèãà ÷àñòîòû èíòåíñèâíîãî
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èîííîãî ïó÷êà ïîñðåäñòâîì, íàïðèìåð, èçìåðåíèÿ äèàãðàìì óñòîé÷èâîñòè äèïîëü-
íûõ áåòàòðîííûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé èëè èõ ôóíêöèé îòêëèêà.
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Ãëàâà 2

Êîëåáàíèÿ è øóìû êâàçèæåñòêîãî
ïó÷êà

2.1. Óðàâíåíèå Âëàñîâà

Âû÷èñëèì äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ñïåêòðû äèïîëüíûõ êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé íåñãðóïïèðîâàííîãî èîííîãî ïó÷êà è ó÷èòûâàþùèå âçàèìíîå
îòòàëêèâàíèå èîíîâ ïîëÿìè ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà. Ìû óïðîñòèì âû÷èñëåíèÿ,
ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî èîíû äâèæóòñÿ â íàêîïèòåëå ñ íåðåëÿòèâèñòñêèìè ýíåðãèÿìè. Äëÿ
óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé ìû òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî áåòàòðîííûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèö
ìîãóò áûòü îïèñàíû â ïðèáëèæåíèè ñãëàæåííîé ôîêóñèðîâêè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ñè-
ëû ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà íå áóäóò âûçûâàòü ðåçîíàíñíûõ íåóñòîé÷èâîñòåé
íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé èîíîâ. Ìû òàêæå ïðåíåáðåæåì â íàøèõ ðàñ÷åòàõ âëèÿíèåì
íà äèïîëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ïó÷êà äèñïåðñèîííûõ èñêàæåíèé îðáèò èîíîâ.
Òîãäà íåâîçìóùåííûå íåêîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèö âáëèçè çàìêíóòîé îðáèòû
îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëàìè

x =

√
2Ix

Mωx0

cosψx, px = −
√

2IxMωx0 sinψx, ψ̇x = ωx,

y =

√
2Iy

Mωy0

cosψy, py = −
√
2IyMωy0 sinψy, ψ̇y = ωy, (2.1)

θ = ω0t+ ϕ = θ0 + ϕ, ϕ̇ = ω0η
∆p
p0

, ∆p = p− p0.

Çäåñü èíäåêñîì 0 ïîìå÷àþòñÿ âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê íåêîòîðîé öåíòðàëüíîé (ðàâ-
íîâåñíîé) ÷àñòèöå ïó÷êà (íàïðèìåð, ýòî ìîæåò áûòü ÷àñòèöà ñ èìïóëüñîì, ñîîòâåò-
ñòâóþùèì ìàêñèìóìó ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïó÷êà ïî èìïóëüñàì), θ = s/R0 � àçè-
ìóò ÷àñòèöû, Π = 2πR0 � ïåðèìåòð çàìêíóòîé îðáèòû öåíòðàëüíîé ÷àñòèöû, ω0 � å¼
÷àñòîòà îáðàùåíèÿ âäîëü çàìêíóòîé îðáèòû, η = 1/γ2−α, γ � ðåëÿòèâèñòñêèé ôàêòîð
÷àñòèöû, α � êîýôôèöèåíò ïðîñòðàíñòâåííîãî óïëîòíåíèÿ îðáèò, M � ìàññà èîíà,
ωx0 è ωy0 � ÷àñòîòû ãîðèçîíòàëüíûõ è âåðòèêàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé öåí-
òðàëüíîé ÷àñòèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíåéíîé ôîêóñèðîâêå èîíîâ. Õðîìàòè÷íîñòü
ôîêóñèðîâêè è íåëèíåéíûå çàâèñèìîñòè ôîêóñèðóþùèõ ñèë îò ãîðèçîíòàëüíîãî x
è âåðòèêàëüíîãî y îòêëîíåíèé èîíà îò çàìêíóòîé îðáèòû ïðèâîäÿò ê çàâèñèìîñòè
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÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ωx,y îò ïåðåìåííûõ äåéñòâèå íåâîçìóùåííûõ áåòà-
òðîííûõ êîëåáàíèé Ix, Iy è îò îòêëîíåíèÿ èìïóëüñà ÷àñòèöû îò åãî öåíòðàëüíîãî
çíà÷åíèÿ.

Â îòñóòñòâèå íà çàìêíóòîé îðáèòå ñèë òðåíèÿ è øóìîâûõ âîçìóùåíèé êîëëåêòèâ-
íûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèö ïó÷êà îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì Âëàñîâà. Åñëè H � ãàìèëüòî-
íèàí, îïèñûâàþùèé äâèæåíèå ÷àñòèö, à f � îäíî÷àñòè÷àÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
÷àñòèö ïó÷êà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, òî óðàâíåíèå Âëàñîâà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

df

dt
=

∂f

∂t
+ [H, f ] = 0, (2.2)

ãäå [H, f ] � ñêîáêà Ïóàññîíà ôóíêöèé H è f . Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ìû ïðåäïîëîæèì,
÷òî áåçðàçìåðíûå ÷àñòîòû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé èîíîâ óäàëåíû îò íåëèíåéíûõ
ðåçîíàíñîâ. Òîãäà íåñãðóïïèðîâàííûé ïó÷îê áåç ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ
ϕ, ψx è ψy

f = f0(I)ρ(∆p), I = {Ix, Iy} . (2.3)

Êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ïó÷êà îïèñûâàþòñÿ ìàëûìè äîáàâêàìè ê f0, êîòîðûå çàâèñÿò
îò âðåìåíè t è ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó
ïèøåì

f = f0(I)ρ(∆p) +
∑
m,n

fm,n(I,∆p, t) exp (imxψx + imyψy + inϕ) . (2.4)

Çäåñü m = {mx,my}. Âåðòèêàëüíûå äèïîëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ îïèñûâàþòñÿ
íàáîðîì m = {0,±1}. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âîçìóùåíèÿ êîëåáàíèé ÷àñòèö íàâåäåííûìè
ïîëÿìè ïðèâîäÿò ê ìàëûì èçìåíåíèÿì ïåðåìåííûõ äåéñòâèå I íà âðåìåíàõ, ïîðÿäêà
ïåðèîäà îáðàùåíèÿ ÷àñòèö â êîëüöå (2π/ω0), ìû ìîæåì âû÷èñëÿòü àìïëèòóäû fm,n

ëèíåàðèçàöèåé óðàâíåíèÿ Âëàñîâà âáëèçè f0(I)ρ(∆p) ïî àìïëèòóäàì fm,n. Â òåõ ñëó-
÷àÿõ, êîãäà âîçìóùåíèÿ êîëåáàíèé ÷àñòèö æåëàòåëüíî îïèñûâàòü êîìïîíåíòàìè ñèë,
à â êà÷åñòâå êîîðäèíàò ÷àñòèö èñïîëüçóþò ïåðåìåííûå äåéñòâèå � ôàçà íåâîçìóùåí-
íîãî äâèæåíèÿ, óðàâíåíèå Âëàñîâà äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íåñãðóïïèðîâàííîãî
ïó÷êà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

∂f

∂t
+ ϕ̇

∂f

∂ϕ
+

(
ωα −

∂x

∂Iα
Fx −

∂y

∂Iα
Fy

)
∂f

∂ψa

(2.5)

+

(
∂x

∂ψα
Fx +

∂y

∂ψα
Fy

)
∂f

∂Iα
= 0.

Çäåñü ïðèíÿòî, ÷òî ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì α = x, y âåäåòñÿ ñóììèðîâàíèå, à
òàêæå òî, ÷òî íåâîçìóùåííûå áåòàòðîííûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèö îïèñûâàþòñÿ ãàìèëü-
òîíèàíîì H0(I)

ψ̇α = ωα =
∂H0

∂Iα
, α = x, y, (2.6)

Fα � êîìïîíåíòû ñèëû, îïèñûâàþùåé âîçìóùåíèÿ êîëåáàíèé ÷àñòèö, à ñèìâîë (. . .)
� îïèñûâàåò óñðåäíåíèå âåëè÷èíû â ñêîáêàõ ïî àçèìóòó öåíòðàëüíîé ÷àñòèöû

(. . .) =

∫ 2π

0

dθ0
2π

(. . .) . (2.7)
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Èç-çà õðîìàòè÷íîñòè ôîêóñèðîâêè êîëüöà è íåëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé ôîêóñèðóþ-
ùèõ ñèë îò êîîðäèíàò ÷àñòèö ÷àñòîòû ωα, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò çàâèñåòü îò èìïóëüñà
÷àñòèöû ∆p è îò åå àìïëèòóä áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé, íàïðèìåð, ìû áóäåì ïèñàòü

ωy = ωy0 + ∆ωy(∆p, Iy, Ix). (2.8)

Â ýòîì ïîñîáèè ìû ðàññìàòðèâàåì ñîâìåñòíûå âîçìóùåíèÿ áåòàòðîííûõ êîëåáà-
íèé ÷àñòèö íàâåäåííûìè ïó÷êîì ïîëÿìè è ïîëÿìè åãî ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà.
Ïðè ýòîì äåéñòâèå íàâåäåííûõ ïîëåé íà âåðòèêàëüíûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèö áóäåò îïè-
ñûâàòüñÿ ñèëîé FW , êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ â òåðìèíàõ ïîïåðå÷íîãî ëîêàëèçîâàííîãî
èìïåäàíñà Z⊥(íàïðèìåð, â [1]). Êðîìå òîãî, â ýòîì ðàçäåëå ìû óïðîñòèì âû÷èñëå-
íèÿ, èñïîëüçóÿ ìîäåëü, â êîòîðîé ñèëû ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà îïèñûâàþòñÿ
âûðàæåíèÿìè Fy(y − d(ϕ, t), x) è Fx(y − d(ϕ, t), x) òàêèìè, êàê åñëè áû ïó÷îê èìåë
æåñòêèå ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö â ïîïåðå÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ (x è y). Çäåñü

d(ϕ, t) =
∫

d∆pdΓ⊥yf, dΓ⊥ = dxdpxdydpy (2.9)

� äèïîëüíûé ìîìåíò ïó÷êà â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè. Äëÿ ìàëûõ âåðòèêàëüíûõ
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïèøåì Fx(y − d, x) ≃ Fx(y, x) è

Fy(y − d, x) ≃ Fy(y, x)− d(ϕ, t)
∂Fy

∂y
. (2.10)

Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå ñóùåñòâåííî óïðîùàåò âû÷èñëåíèå äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ,
õîòÿ è íàðóøàåò, â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè, ñàìîñîãëàñîâàííîñòü ó÷åòà âîçìóùåíèÿ
ïó÷êà äåéñòâèåì åãî ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà. Âàæíîñòü ïîñëåäíåãî ñâîéñòâà
äëÿ îïèñàíèÿ äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé èíòåíñèâíîãî èîííîãî ïó÷êà áóäåò
äåòàëüíî èçó÷åíà â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ðàáîòû.

Ïîñëå ëèíåàðèçàöèè óðàâíåíèÿ Âëàñîâà (2.5) ïî fm,n íàõîäèì, ÷òî àìïëèòóäû
fm,n óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì:

∂fm,n

∂t
= −

[
inϕ̇+ imyωy

]
fm,n − imyymyFW (t, θ)ρ(∆p)

∂f0
∂Iy

(2.11)

+ dn(t)

(
∂y

∂ψy

∂Fy

∂y

)
m

ρ(∆p)
∂f0
∂Iy

.

Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ÷àñòîòû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö ωy ñîäåðæàò âêëàäû õðî-
ìàòè÷íîñòè ôîêóñèðîâêè, à òàêæå âêëàäû íåëèíåéíîñòåé âñåõ ïîëåé, âîçìóùàþùèõ
êîëåáàíèÿ ÷àñòèö,

ymy =
√

Iy/(2Mωy0), my = ±1.

Âõîäÿùèå â (2.11) ãàðìîíèêè [(∂y/∂ψy)(∂Fy/∂y)]m âû÷èñëÿþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
òîæäåñòâ (

∂y

∂ψy

∂Fy

∂y

)
m

=

∫ 2π

0

dψxdψy

(2π)2
∂y

∂ψy

∂Fy(x, y)

∂y
e−imyψy

=

∫ 2π

0

dψxdψy

(2π)2

(
∂y

∂ψy

∂Fy(x, y)

∂y
+

∂x

∂ψy

∂Fy(x, y)

∂x

)
e−imyψy .

19



Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî

∂y

∂ψy

∂Fy(x, y)

∂y
+

∂x

∂ψy

∂Fy(x, y)

∂x
=

∂Fy

∂ψy

è òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ∂x/∂ψy = 0, ïèøåì(
∂y

∂ψy

∂Fy

∂y

)
m

= imy(Fy)m = imy

∫ 2π

0

dψxdψy

(2π)2
e−imyψyFy(x, y). (2.12)

Óðàâíåíèÿ (2.11) ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü ðåøåíèÿ, êîòîðûå îïèñûâàþò ðàçâèòèå êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, ëèáî ïîçâîëÿþò âû÷èñ-
ëÿòü ñîáñòâåííûå ìîäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ìû ïîäñòàâëÿåì
â (2.11) ðåøåíèÿ â ôîðìå fm,n ∝ e−iωt è â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì (2.5) óñðåä-
íÿåì îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ïî ïåðèîäó îáðàùåíèÿ ÷àñòèö â ìàøèíå. Ðåçóëüòàò
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

(ω− nϕ̇−myωy)fm,n(ω) = myymyFW (t, θ)eiωtρ(∆p)
∂f0
∂Iy

(2.13)

− dm,n(ω) (Fy)m ρ(∆p)
∂f0
∂Iy

,

ãäå

dm,n(ω) = dm,n(t)eiωt =

∫
dId∆p

√
Iy

2Mωy0

fmn(I,∆p,ω). (2.14)

Â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.13) îïóùåíû âêëàäû áûñòðîîñöèëëèðóþùèõ ñëàãàåìûõ,
êîòîðûå â ýòîì ïðèáëèæåíèè ìàëû. Ïðåäïîëàãàÿ íåðåçîíàíñíîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà ñ îêðóæàþùèìè ýëåêòðîäàìè, ïèøåì [1]

FW (t, θ)eiωt = − iNe2Z⊥(ω+ nω0)

Π
dmn(ω). (2.15)

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (2.13), ïîëó÷àåì àìïëèòóäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷-
êà

fm,n = −
imyNe2Z⊥(ω+ nω0)ymy

Π(ω− nϕ̇−myωy)
dm,n(ω)ρ(∆p)

∂f0
∂Iy

(2.16)

−
my (Fy)m ρ(∆p)

ω− nϕ̇−myωy

dm,n(ω)
∂f0
∂Iy

, Imω > 0

è äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå çàäà÷è

1 = −
∫ ∞

0

dIxdIyIy
∂f0
∂Iy

[
Ωm,n +

my (Fy)m√
2Mωy0Iy

]
(2.17)

×
∫ ∞

−∞
d∆p

ρ(∆p)

ω− nϕ̇−myωy

.
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Çäåñü âåëè÷èíà Ωm,n îïðåäåëåíà ôîðìóëîé

Ωm,n =
imyNe2Z⊥(myωy0 + nω0)

2Mωy0Π
. (2.18)

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ î øèðîêîïîëîñíîñòè èìïåäàíñà Z⊥ òî÷íîå çíà÷åíèå ω â àð-
ãóìåíòå Z⊥ çàìåíåíî åãî ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèåì myωy0. Äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî
ïó÷êà (ωy = ωy0, ρ(∆p) = δ(∆p)) è â ïðåíåáðåæåíèè âëèÿíèåì ïîëåé ïðîñòðàíñòâåí-
íîãî çàðÿäà (Fx,y = 0) ðåøåíèå äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (2.17) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

∆ωm = ω−myωy0 = Ωm,n.

Ýòè ìîäû óñòîé÷èâû, åñëè Im(∆ωm) < 0. Ïîñêîëüêó ReZ⊥(ω) ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé
ôóíêöèåé ω íà äåéñòâèòåëüíîé îñè ω, óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ìîä ìîíîõðîìàòè÷åñêî-
ãî, íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà îïðåäåëÿþòñÿ çíàêàìè ïðîèçâåäåíèé my(myνy0 + n).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîäû ñ áîëüøèìè çíà÷åíèÿìè àçèìóòàëüíûõ íîìåðîâ ãàðìîíèê
|n| > νy0 ãëîáàëüíî íåóñòîé÷èâû (íàïðèìåð, åñëè ìîäû ñ íîìåðàìè myn > 0 óñòîé-
÷èâû, òî ìîäû ñ íîìåðàìè myn < 0 íåóñòîé÷èâû).

Â ïðåíåáðåæåíèè âêëàäàìè ñèë ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà óðàâíåíèå (2.17)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòàíäàðòíîå äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå òåîðèè ëèíåéíûõ êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé, çàïèñàííîå äëÿ âåðòèêàëüíûõ äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ íàâåäåííûìè ïîëÿìè, îïèñû-
âàåìûìè ëîêàëèçîâàííûì ïîïåðå÷íûì èìïåäàíñîì Z⊥(ω).

2.1.1. Ñäâèãè ÷àñòîò íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé

Ìû áóäåì èçó÷àòü îñîáåííîñòè ðåøåíèé äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (2.17), ïðåä-
ïîëàãàÿ, ÷òî ðàçáðîñ ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ôîðìèðóåòñÿ õðîìàòè÷íîñòüþ
ôîêóñèðîâêè, îêòóïîëüíûìè êîìïîíåíòàìè ôîêóñèðóþùèõ ïîëåé è íåëèíåéíûìè
çàâèñèìîñòÿìè ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà îò êîîðäèíàò ÷àñòèö (x, y).
Ïîýòîìó ïèøåì

ωy(I,∆p) = ωy0 + ω0

[
ηνy0 +

dνy
d ln p0

]
∆p
p0

+ ∆ω3 −Ωy(I), (2.19)

ãäå ωy0 = ω0νy0, dνy/d ln p � õðîìàòè÷íîñòü âåðòèêàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé,
∆ω3 � ñäâèã ÷àñòîòû âåðòèêàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé èç-çà îêòóïîëüíûõ ïîëåé,
à Ω(I) � âåëè÷èíà ñäâèãà ÷àñòîòû âåðòèêàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö,
îáóñëîâëåííàÿ äåéñòâèåì ñèë ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà.

Ñäâèã ÷àñòîòû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèöû çà ñ÷åò îêòóïîëüíûõ ïîëåé çà-
ïèñûâàåòñÿ â âèäå

∆ω3 = ω0(acJy − bcJx), (2.20)

ãäå Jx,y = 2Ix,y/p0,

ac = − R0e

16pc

∫ 2π

0

dθ
2π
β2y(θ)

(
∂3Hy

∂y3

)
0

, (2.21)

bc = −R0e

8pc

∫ 2π

0

dθ
2π
βx(θ)βy(θ)

(
∂3Hy

∂y3

)
0

, (2.22)
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à âåëè÷èíà (∂3Hy/∂y
3)0 îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå è ñèëó îêòóïîëÿ íà çàìêíóòîé îð-

áèòå.
Â íàøåé ìîäåëè âîçìóùåíèÿ âåðòèêàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö ïîëÿ-

ìè ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà îïèñûâàþòñÿ âåëè÷èíîé Fy(y − d, x). Ïðè ýòîì
íåêîãåðåíòíûé ñäâèã ÷àñòîòû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèöû (−Ω) îïðåäåëÿåòñÿ
âûðàæåíèåì

Ωy(I) =

∫ 2π

0

dψydψx

(2π)2
∂y

∂Iy
Fy(y − d, x)

èëè, ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.10),

Ωy(I) =

∫ 2π

0

dψydψx

(2π)2
∂y

∂Iy

(
Fy(x, y)− d

∂Fy

∂y

)
. (2.23)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ñèëó íå÷åòíîé çàâèñèìîñòè Fy(x, y) îò y, âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî∫ 2π

0

dψxdψy

(2π)2
∂y

∂Iy

∂Fy

∂y
=

∂

∂Iy

∫ 2π

0

dψxdψy

(2π)2
Fy(x, y) = 0,

íàõîäèì, ÷òî òîëüêî ïåðâîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèÿõ (2.10) è (2.23) äàåò âêëàä â ñäâè-
ãè ÷àñòîò, íàïðèìåð, âåðòèêàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö. Ïîýòîìó ïèøåì

Ωy(I) =

∫ 2π

0

dψydψx

(2π)2
∂y

∂Iy
Fy(x, y) =

1√
2Mωy0Iy

[
(Fy)1,0 + (Fy)−1,0

2

]
. (2.24)

Ïîñêîëüêó ñèëà Fy(y, x) ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé ôóíêöèåé y, à òàêæå ÷åòíîé ôóíêöèåé x,
ïèøåì (Fy)1,0 = (Fy)−1,0. Ïîýòîìó

Ωy(I) =
(Fy)±1,0 (I)√
2Mωy0Iy

. (2.25)

2.1.2. Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå

Ïîäñòàíîâêîé ôîðìóë (2.19), (2.25) â (2.17), îïðåäåëåíèåì âåëè÷èí ∆ωm = ω −
myωy0,

g =
ω0

p0
(nη+myνy0) +myω0

∂νy
∂∆p

(2.26)

è
∆ω(I,∆p) = g∆p+my∆ω3 −myΩy(I), (2.27)

ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (2.17) â âèäå

1 = −
∫ ∞

0

dIxdIyIy
∂f0
∂Iy

[Ωm,n +myΩy(I)] (2.28)

×
∫ ∞

−∞
d∆p

ρ(∆p)
∆ωm − ∆ω(I,∆p)

.
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Äëÿ óïðîùåíèÿ ïîíèìàíèÿ õàðàêòåðà ðåøåíèé ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ
òîæäåñòâîì

myΩy(I)

∆ωm − ∆ω(I,∆p)
= 1− ∆ωm − g∆p−my∆ω3

∆ωm − g∆p−my∆ω3 +myΩy(I)
.

Òîãäà ïðîñòûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

1 = −Ωm,n

∫ ∞

0

dIxdIyIy
∂f0
∂Iy

∫ ∞

−∞
d∆p

ρ(∆p)
∆ωm − ∆ω(I,∆p)

−
∫ ∞

0

dIxdIyIy
∂f0
∂Iy

∫ ∞

−∞
d∆pρ(∆p)

myΩy(I)

∆ωm − ∆ω(I,∆p)
,

0 = (∆ωm −Ωm,n)Qy −
∫ ∞

0

dIxdIyIy
∂f0
∂Iy

×
∫ ∞

−∞
d∆p

ρ(∆p)(g∆p+my∆ω3)

∆ωm − g∆p−my∆ω3 +myΩy(I)
,

∆ωm −Ωm,n =
1

Qy

∫ ∞

0

dIxdIyIy
∂f0
∂Iy

×
∫ ∞

−∞
d∆p

ρ(∆p)(g∆p+my∆ω3)

∆ωm − g∆p−my∆ω3 +myΩy(I)
,

ïîçâîëÿþò ïåðåïèñàòü äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (2.28) â âèäå

∆ωm = Ωm,n + g
Qyp

Qy

+myω0

(
ac
Qyy

Qy

− bc
Qyx

Qy

)
, Im∆ωm > 0. (2.29)

Çäåñü ìû ââåëè îáîçíà÷åíèÿ

Qy =

∫ ∞

0

dIIy
∂f0
∂Iy

∫ ∞

−∞
d∆p

ρ(∆p)
∆ωm − ∆ω(I,∆p)

, (2.30)

Qyp =

∫ ∞

0

dIIy
∂f0
∂Iy

∫ ∞

−∞
d∆p

∆pρ(∆p)
∆ωm − ∆ω(I,∆p)

, (2.31)

Qyy =

∫ ∞

0

dII2y
∂f0
∂Iy

∫ ∞

−∞
d∆p

ρ(∆p)
∆ωm − ∆ω(I,∆p)

, (2.32)

Qyx =

∫ ∞

0

dIIxIy
∂f0
∂Iy

∫ ∞

−∞
d∆p

ρ(∆p)
∆ωm − ∆ω(I,∆p)

. (2.33)

Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äëÿ ãîðèçîíòàëüíûõ äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà (my = 0, mx = ±1, n) ïîëó÷àåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé â (2.29)
èíäåêñîâ y è x.

Ïîëó÷åííîå äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå ÿâíî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî â ïó÷êå ñ ñèëü-
íûì ïðîñòðàíñòâåííûì çàðÿäîì âîçìîæíîñòü ïîäàâëåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòåé äèïîëü-
íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé çàòóõàíèåì Ëàíäàó ïîëíîñòüþ îáÿçàíà âíåøíèì ðàç-
áðîñàì ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö. Áåç ýòèõ èñòî÷íèêîâ ðàçáðîñà ÷àñòîò
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(g = 0, ac = 0 è bc = 0) äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (2.29) èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü
∆ωm = Ωm,n, à çàòóõàíèå Ëàíäàó ìîä ïîëíîñòüþ îòñóòñòâóåò íåñìîòðÿ íà âîçìîæ-
íûé çíà÷èòåëüíûé ðàçáðîñ ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé, îáóñëîâëåííûé íåëèíåé-
íîñòüþ ñèë ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà Ω(I). Â òàêèõ óñëîâèÿõ îòñóòñòâóþò è
ïîðîãè íåóñòîé÷èâîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè íàëè÷èè â ñïåêòðå ïó÷êà âíåøíèõ
ðàçáðîñîâ ÷àñòîò çàòóõàíèå Ëàíäàó êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïîÿâëÿåòñÿ áëàãîäàðÿ
ïðèñóòñòâèþ â ïó÷êå ðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö:

∆ωm = g∆p+my∆ω3(I)−myΩy(I). (2.34)

Ïî ýòîé ïðè÷èíå óâåëè÷åíèå ñäâèãà ÷àñòîòû Ω(I), âîîáùå, óâåëè÷èâàåò ÷èñëî ðåçî-
íàíñíûõ ÷àñòèö â ïó÷êå, à òàêæå øèðèíó îáëàñòè ÷àñòîò, â êîòîðûõ ìîæåò ïîÿâ-
ëÿòüñÿ çàòóõàíèå Ëàíäàó êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé.

Ïðîñòûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.29) ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ìû, íàïðèìåð, ïðå-
íåáðåæåì íåëèíåéíîñòüþ ñèë ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà, çàìåíèâ â äèñïåðñèîííîì
óðàâíåíèè ôóíêöèþ Ωy(I) åå ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì Ω0, ïîëîæèì ac = bc = 0 è
îïðåäåëèì Ωm,n = Ω′

m,n + iΩ′′
m,n. Çíà÷åíèå Ω0 ìîæíî îïðåäåëèòü, ïðèíÿâ, íàïðèìåð,

÷òî Ω0 = Ωy(Ix = 0, Iy = 0). Âìåñòå ñ òåì, åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíî-
ãî ñîñòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâóåò, íàïðèìåð, ïàðàáîëè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ â ïó÷êå ïî
ïåðåìåííîé y:

f(Ix, Iy) =
δ(Ix)
I0

{
1, Iy ≤ I0,
0, Iy > I0,

òî Ω0 ñëåäóåò îïðåäåëèòü ñîîòíîøåíèåì Ω0 = Ωy(Ix = 0, Iy = I0).
Â îáëàñòè |Ω′

m,n| ≫ |Ω′′
m,n|, δω, ãäå δω = |g|σp � ðàçáðîñ ÷àñòîò â ïó÷êå, îïðåäåëèâ

íîâûå ïåðåìåííûå W = Ω′
m,n+Ω0 è r = ∆ωm+Ω0, íàõîäèì ïðèáëèæåííûå ðàâåíñòâà

Qy ≃ − 1

W
+

iπ
|g|
ρ

(
W

g

)
, Qyp ≃ − 1

W
+

iπ
|g|

W

g
ρ

(
W

g

)
.

Ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ â (2.29), ïîëó÷àåì

∆ωm ≃ Ωm,n − iπ
W 2

|g|
ρ

(
W

g

)
. (2.35)

Ïåðâûé ÷ëåí â ýòîé ôîðìóëå ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèÿ êîãåðåíòíîãî ñäâè-
ãà ÷àñòîòû êîëåáàíèé â ïðèáëèæåíèè æåñòêîãî ñãóñòêà. Âòîðîå ñëàãàåìîå îïèñûâàåò
çàòóõàíèå Ëàíäàó êîëëåêòèâíûõ ìîä. Îíî çàâèñèò îò âåëè÷èíû êóëîíîâñêîãî ñäâèãà
÷àñòîòû èîííîãî ïó÷êà. Êàê îáû÷íî, âû÷èñëåíèå ýòîãî ñëàãàåìîãî òðåáóåò âûõîäà
çà ïðåäåëû ïðèìåíèìîñòè ìîäåëè æåñòêîãî ïó÷êà.

2.2. Ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè

Ïîìèìî âû÷èñëåíèé ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ∆ωm äèñïåðñè-
îííîå óðàâíåíèå (2.29) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ íàõîæäåíèÿ ãðàíèö îáëàñòè
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óñòîé÷èâîñòè ìîä êîëåáàíèé ïó÷êà. Ïîäñòàâëÿÿ, íàïðèìåð, â (2.29) âìåñòî ∆ωm âå-
ëè÷èíó ∆ωm + i0, ïîëó÷àåì äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå íà ïîðîãå íåóñòîé÷èâîñòè:

Ωm,n = ∆ωm − g
Qyp(∆ωm + i0)

Qy(∆ωm + i0)
(2.36)

−myω0ac
Qyy(∆ωm + i0)

Qy(∆ωm + i0)
+myω0bc

Qyx(∆ωm + i0)

Qy(∆ωm + i0)
.

Ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ïîïåðå÷íîãî èìïåäàíñà Z⊥ ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò ïî-
ðîãîâîå ÷èñëî ÷àñòèö â ïó÷êå, à òàêæå çíà÷åíèå êîãåðåíòíîãî ñäâèãà ÷àñòîòû êî-
ëåáàíèé íà ïîðîãå íåóñòîé÷èâîñòè. Ìû ìîæåì, îäíàêî, èñïîëüçîâàòü ýòî óðàâíåíèå
íåñêîëüêî ïî-äðóãîìó. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ïðè èçìåíåíèè â íåì ïåðåìåííîé ∆ωm

âäîëü äåéñòâèòåëüíîé îñè ìû ïîëó÷èì â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå çàâèñèìîñòü âåëè-
÷èíû Im(Ωm,n) îò Re(Ωm,n) òàêóþ, ÷òî â êàæäîé òî÷êå ïàðàìåòðû ïó÷êà íàõîäÿòñÿ
íà ãðàíèöå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé
ïåðåìåííîé Ωm,n ãðàôèê òàêîé çàâèñèìîñòè áóäåò ðàçäåëÿòü îáëàñòè, â êîòîðûõ êî-
ãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ïó÷êà óñòîé÷èâû èëè íåóñòîé÷èâû. Â òåîðèè êîãåðåíòíûõ êîëå-
áàíèé ïó÷êîâ òàêàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ãðàíèöåé îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê êîíêðåòíûì âû÷èñëåíèÿì ìû çàìåòèì, ÷òî â îáùåì
ñëó÷àå ñäâèãè ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö ïîëÿìè ïðîñòðàíñòâåííîãî çà-
ðÿäà ìîãóò îïðåäåëÿòüñÿ äîâîëüíî ñëîæíûìè âûðàæåíèÿìè. Ìû óïðîñòèì íàøè
âû÷èñëåíèÿ, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïó÷êà áåç êîãåðåíòíûõ êî-
ëåáàíèé îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

f0 =
1

p20ϵxϵy
exp

(
− Jx
2ϵx

− Jy
2ϵy

)
, (2.37)

ãäå ϵx è ϵy � ãîðèçîíòàëüíûé è âåðòèêàëüíûé ýìèòòàíñû ïó÷êà. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ
ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ïó÷êà ÿâëÿåòñÿ òàêèì ïëîñêèì, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ϵx ≫ ϵy. Òîãäà ñäâèãè ÷àñòîò ãîðèçîíòàëüíûõ è âåðòèêàëü-
íûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö çà ñ÷åò ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà ìîãóò
îïðåäåëÿòüñÿ ñëåäóþùèìè ïðîñòûìè âûðàæåíèÿìè:

Ωx(Jy = 0, Jx) = ω0∆νLx
1− e−x

x
, x =

Jx
2ϵx

(2.38)

è
Ωy(Jy = 0, Jx) = ω0∆νLyI0

(x
2

)
exp

(
−x

2

)
, (2.39)

ãäå In(x) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ìíèìîãî àðãóìåíòà ïîðÿäêà n, à

∆νLx =
Ne2

2πp0vγ2ϵx
, ∆νLy =

Ne2
√
νx0/νy0

2πp0vγ2
√
ϵxϵy

(2.40)

� ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ êóëîíîâñêîãî ñäâèãà ÷àñòîòû ïó÷êà äëÿ ãîðèçîíòàëüíûõ
è âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé.
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2.2.1. Õðîìàòè÷åñêîå çàòóõàíèå Ëàíäàó

Èçó÷èì ñíà÷àëà äåéñòâèå ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà íà ôîðìó ãðà-
íèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íåóñòîé÷èâûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ
ïó÷êà ñòàáèëèçèðóþòñÿ ðàçáðîñàìè ÷àñòîò èç-çà ðàçáðîñà èìïóëüñîâ â ïó÷êå. Äëÿ
ýòîãî ìû ïîäñòàâëÿåì â (2.36) çíà÷åíèÿ ac = 0 è bc = 0, ÷òî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

Ωm,n = ∆ωm − g
Qxp(∆ωm + i0)

Qx(∆ωm + i0)
(2.41)

äëÿ ãîðèçîíòàëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé è ê óðàâíåíèþ

Ωm,n = ∆ωm − g
Qyp(∆ωm + i0)

Qy(∆ωm + i0)
(2.42)

äëÿ âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé. Èç ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî âèäåòü, ÷òî ôîðìà ãðàíè-
öû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, åå ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê âîçìóùåíèÿì, îáóñëîâëåííûì ïðî-
ñòðàíñòâåííûì çàðÿäîì ïó÷êà, à òàêæå âåëè÷èíû ïîðîãîâûõ ÷èñåë ÷àñòèö â ïó÷êå
âîîáùå çàâèñÿò îò âèäà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïó÷êà ïî èìïóëüñàì ÷àñòèö. Äëÿ
îöåíîê, â êà÷åñòâå òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ Ëîðåíöà

ρ(∆p) =
1

π(∆p2 + σ2p)
, (2.43)

ãäå âåëè÷èíà σp îïðåäåëÿåò ðàçáðîñ èìïóëüñîâ â ïó÷êå. Ïîäñòàíîâêà ρ(∆p) â ìîäè-
ôèöèðîâàííûå ôîðìóëû (2.30) è (2.31) äàåò

Qx =

∫ ∞

0

dIydIxIx
∂f0
∂Ix

∫ ∞

−∞

d∆p
π(∆p2 + σ2p)(∆ωm − g∆p+mxΩx(I))

=
1

σp

∫ ∞

0

dIydIx
Ix∂f0/∂Ix

(∆ωm + iδω+mxΩx(I))
, δω = |g|σp

è

Qxp =

∫ ∞

0

dIydIxIx
∂f0
∂Ix

∫ ∞

−∞

∆pd∆p
π(∆p2 + σ2p)(∆ωm − g∆p+mxΩx(I))

= i
g

|g|

∫ ∞

0

dIydIx
Ix∂f0/∂Ix

(∆ωm + iδω+mxΩx(I))
.

Ïîýòîìó Qxp = i(gσp/|g|)Qx, à óðàâíåíèå (2.41) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Ωm,n = ∆ωm + iδω. (2.44)

Îíî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì, âû÷èñëåííûì äëÿ ëîðåíöåâà ðàñïðåäåëå-
íèÿ èìïóëüñîâ â ïó÷êå ïðè ïîëíîì èãíîðèðîâàíèè äåéñòâèåì íà ÷àñòèöû ñèë ïðî-
ñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà. Ýòî ÿâëåíèå ñïåöèôè÷íî äëÿ ìîäåëåé, èñïîëüçóþùèõ
ëîðåíöåâî ðàñïðåäåëåíèå èìïóëüñîâ.

Â áîëåå ðåàëèñòè÷åñêîì ñëó÷àå ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ èìïóëüñîâ â ïó÷êå

ρ(∆p) =
1√
2πσp

exp

(
−∆p

2

2σ2p

)
, (2.45)
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è äëÿ íàøåé ìîäåëè ïëîñêîãî ïó÷êà ïèøåì

Qxp =

∫ ∞

0

dIydIxIx
∂f0
∂Ix

∫ ∞

−∞

∆pd∆p exp
(
−∆p2/2σ2p

)
√
2πσp(∆ωm − g∆p+mxΩx(I))

= −σpϵx
∫ ∞

0

dxxe−x

∫ ∞

−∞

du√
2π

u exp (−u2/2)

∆ωm − δωu+mxω0∆νLxΦx(x)
(2.46)

= − ϵx
|g|

∫ ∞

0

dxxe−x

∫ ∞

−∞

du√
2π

u exp (−u2/2)

zm − χu+mxqΦx(x) + i0
.

Çäåñü χ = g/|g|, zm = ∆ωm/δω, q = ω0∆νLx/δω, Φx(x) = (1 − e−x)/x è èñïîëüçîâàíî
ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ϵx ≫ ϵy. Àíàëîãè÷íî íàõîäèì

Qx = − ϵx
|g|

∫ ∞

0

dxxe−x

∫ ∞

−∞

du√
2π

exp (−u2/2)

zm − χu+mxqΦx(x) + i0
. (2.47)

Îïðåäåëèâ áåçðàçìåðíóþ ïåðåìåííóþ ζ = Ωm,n/δω, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå ãðàíèöû
îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ãîðèçîíòàëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé â ñëåäóþùåì âèäå:

ζ = zm − χQxp(zm)

Qx(zm)
. (2.48)

Ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (2.46), (2.47) è (2.48) ïîëîæåíèÿ ãðàíèö îáëàñòè óñòîé÷èâî-
ñòè íå çàâèñÿò îò çíàêà χ. Èçó÷àÿ õîä êðèâûõ íà ðèñ. 1, íàõîäèì, ÷òî äëÿ ïó÷êà ñ
ãàóññîâûì ðàñïðåäåëåíèåì èìïóëüñîâ âëèÿíèå ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ñó-
ùåñòâåííî âëèÿåò íà âåëè÷èíó ïîðîãîâîãî ÷èñëà ÷àñòèö â ïó÷êå, íà ôîðìó ãðàíèöû
îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè è íà ïîëîæåíèå ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëü-
íî îñè Imζ. Â ÷àñòíîñòè, âûñîòà ãðàíèöû óìåíüøàåòñÿ, à åå øèðèíà óâåëè÷èâàåòñÿ
ïðè óâåëè÷åíèè âåëè÷èíû êóëîíîâñêîãî ñäâèãà ïó÷êà. Òàêîå èçìåíåíèå êóëîíîâñêî-
ãî ñäâèãà ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíî, íàïðèìåð, îõëàæäåíèåì ïó÷êà. Ïðè óñèëåíèè
ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ñäâèãàåòñÿ âëåâî îò
îñè Imζ. Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ, âûïîëíåííûå äëÿ âåðòèêàëüíûõ êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé, ïðèâîäÿò ê ãðàíèöàì îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, èçîáðàæåííûì íà ðèñ. 2.
Õîòÿ ôîðìà ýòèõ êðèâûõ è îòëè÷àåòñÿ îò èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 1, îíè ïîêàçûâàþò
ïîõîæåå ïîâåäåíèå ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà ∆νLy. Çàâèñèìîñòè ïîðîãîâîãî ÷èñëà
÷àñòèö â ïó÷êå îò âåëè÷èíû êóëîíîâñêîãî ñäâèãà ÷àñòîòû îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøå-
íèÿìè äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé èìïåäàíñà, âîçìóùàþùåãî êîëåáàíèÿ ïó÷êà
(íàïðèìåð, íà ðèñ. 1 è 2). Åñëè äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü Z⊥(ω) ìàëà òàê, ÷òî âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî |Ω′

m,n| ≫ |Ω′′
m,n|, òî ïðè óâåëè÷åíèè êóëîíîâñêîãî ñäâèãà ÷àñòîòû òàê-

æå óâåëè÷èâàåòñÿ øèðèíà ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîðîãî-
âîå ÷èñëî ÷àñòèö â ïó÷êå ìîæåò âîçðàñòè. Åñëè æå âûïîëíåíî îáðàòíîå íåðàâåíñòâî
|Ω′

m,n| ≪ |Ω′′
m,n|, òî óâåëè÷åíèå êóëîíîâñêîãî ñäâèãà ÷àñòîòû óìåíüøàåò çíà÷åíèå

ïîðîãîâîãî ÷èñëà ÷àñòèö â ïó÷êå.

2.2.2. Âëèÿíèå êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè ôîêóñèðîâêè

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ðàçáðîñû ÷àñòîò â ïó÷êå îïðåäåëÿþòñÿ êóáè÷åñêîé íåëè-
íåéíîñòüþ ôîêóñèðîâêè è íåëèíåéíîñòüþ ñèë ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà, èçìåíåíèÿ
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Ðèñ. 1. Ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ãîðèçîíòàëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Êîëåáàíèÿ

óñòîé÷èâû ïîä ãðàíè÷íîé êðèâîé, ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå èìïóëüñîâ, ñâåðõó âíèç q = 0, 5,
10 è 15; mx = 1

ôîðì ãðàíèö îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé çàâèñÿò îò çíàêîâ ïà-
ðàìåòðîâ ac è bc â ôîðìóëå (2.20). Ìû óïðîñòèì âû÷èñëåíèÿ, èñïîëüçóÿ óæå îá-
ñóæäàâøóþñÿ ìîäåëü ïëîñêîãî ïó÷êà, â êîòîðîé ∆ω3 = −ω0bcJx, à Ωy îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé (2.39). Ðàñïðåäåëåíèå èìïóëüñîâ â ïó÷êå ïðåäïîëàãàåòñÿ ãàóññîâûì. Äëÿ
ïðîñòîòû ìû òàêæå ïðåíåáðåæåì ðàçáðîñàìè ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé èç-çà
õðîìàòè÷íîñòè (g = 0). Â òàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ óðàâíåíèå ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé-
÷èâîñòè, íàïðèìåð, âåðòèêàëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

ζ = zm +myχ
Qyx

Qy

, Im∆ωm > 0, (2.49)

ãäå χ = bc/|bc|, δω = |bc|ϵx, q = ω0∆νLy/δω, zm = ∆ωm/δω,

Qyx = −
∫ ∞

0

dx
xe−x

zm +my [χx+ qΦ(x)] + i0
, (2.50)

Qy = −
∫ ∞

0

dx
e−x

zm +my [χx+ qΦ(x)] + i0
, (2.51)

à
Φ(x) = I0

(x
2

)
exp

(
−x

2

)
. (2.52)

Åñëè bc îòðèöàòåëüíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ìîíîòîííîìó óâåëè÷åíèþ ÷àñòîòû âåðòè-
êàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö, òî ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè íàïîìè-
íàåò òó, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ äëÿ íîðìàëüíîãî ïó÷êà. Äåéñòâèå ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî
çàðÿäà âûðàæàåòñÿ â ñäâèãå ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè âëåâî, â íåáîëüøîì óâå-
ëè÷åíèè âûñîòû ãðàíèöû ñ ðîñòîì êóëîíîâñêîãî ñäâèãà ÷àñòîòû è â çíà÷èòåëüíîì
óâåëè÷åíèè øèðèíû ãðàíè÷íîé îáëàñòè (ðèñ. 3).
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Ðèñ. 2. Òî æå, ÷òî íà ðèñ. 1 äëÿ âåðòèêàëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Êîëåáàíèÿ óñòîé÷è-

âû ïîä ãðàíè÷íîé êðèâîé, ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå èìïóëüñîâ, ñâåðõó âíèç q = 0, 5, 10 and

20; mx = 0, my = 1

Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, åñëè bc ïîëîæèòåëüíî, òî îáå ôóíêöèè δω(Jx) è
−Ωy(Jx) îòðèöàòåëüíû. Â òàêîì ñëó÷àå ñäâèã ÷àñòîòû âåðòèêàëüíûõ áåòàòðîííûõ
êîëåáàíèé ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèåé Jx òîëüêî â òåõ îáëàñòÿõ ïàðàìåò-
ðîâ, ãäå âåëè÷èíà êóëîíîâñêîãî ñäâèãà ÷àñòîòû ïó÷êà äîñòàòî÷íî ìàëà (íàïðèìåð,
ðèñ. 4). Ïðè ýòîì ôîðìà ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé íàïî-
ìèíàåò âû÷èñëåííóþ â ïðåíåáðåæåíèè äåéñòâèåì ñèë ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷-
êà. Ñàìî äåéñòâèå ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà âûðàæàåòñÿ â íåêîòîðîì ñäâèãå
ãðàíè÷íûõ êðèâûõ âëåâî (íàïðèìåð, äâå ïðàâûõ êðèâûõ íà ðèñ. 5). Äëÿ çàäàííîãî
ïîëîæèòåëüíîãî çíà÷åíèÿ bc ñ ðîñòîì âåëè÷èíû êóëîíîâñêîãî ñäâèãà ÷àñòîòû ïó÷êà
â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò (0 ≤ Jx ≤ Jmax; íàïðèìåð, ñåãìåíò ABC íà ðèñ. 4)
ïîÿâëÿåòñÿ îáëàñòü, â êîòîðîé ðåçîíàíñíîå óñëîâèå

zm +my [χx+ qΦ(x)] = 0 (2.53)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ äâóõ çíà÷åíèé àìïëèòóä áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé. Ýòî ïðèâîäèò ê
ïîÿâëåíèþ íà êðèâîé ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïðîâàëà
ïðè áîëüøèõ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ Re(ζ). Ãëóáèíà ýòîãî ïðîâàëà óâåëè÷èâàåòñÿ
ñ ðîñòîì âåëè÷èíû êóëîíîâñêîãî ñäâèãà ÷àñòîòû ïó÷êà (ðèñ. 5). Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ
ïðîâàëà ôîðìà ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè âîçâðàùàåòñÿ ê íîðìàëüíîé. Â ýòîé
õâîñòîâîé îáëàñòè ãðàíèöû ðåçîíàíñíîå óñëîâèå â (2.53) ñíîâà èìååò åäèíñòâåííûé
êîðåíü. Ïîñêîëüêó êîëåáàíèÿ óñòîé÷èâû íèæå ãðàíè÷íîé êðèâîé, îïèñàííûé ïðîâàë
íà êðèâîé ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ñîîòâåòñòâóåò îñîáîìó ðåæèìó êîëåáàíèé,
êîãäà çíàê äåêðåìåíòà çàòóõàíèÿ Ëàíäàó ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî äåéñòâèå ðàçáðîñà ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö ïðèâîäèò ê àíòèçàòóõàíèþ Ëàíäàó.
Êîìïåíñàöèÿ òàêîãî àíòèçàòóõàíèÿ ìîæåò îáåñïå÷èâàòüñÿ ïîäàâëåíèåì íåóñòîé÷è-
âûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé íàâåäåííûìè ïó÷êîì ïîëÿìè. Òàêàÿ âîçìîæíîñòü è îïè-
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Ðèñ. 3. Ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè âåðòèêàëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Êîëåáàíèÿ

óñòîé÷èâû íèæå ãðàíè÷íîé êðèâîé, ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå èìïóëüñîâ, ñëåâà íàïðàâî q =
20, 10, 5, 0; χ = −1, mx = 0, my = 1

ñûâàåòñÿ ïðîâàëîì íà êðèâîé ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü
îáû÷íûì ñëó÷àÿì ýòî àíòèçàòóõàíèå ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì îáùåãî äåéñòâèÿ èçìå-
íåíèÿ êîãåðåíòíîãî ñäâèãà ÷àñòîòû ïîëÿìè ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà è ïîÿâëåíèÿ
íåñêîëüêèõ êîðíåé â ðåçîíàíñíîì óñëîâèè Ëàíäàó â ôîðìóëå (2.53). Íàïðèìåð, àíòè-
çàòóõàíèå ïðîïàäàåò, åñëè ìû îïóñòèì â ïåðâîé ñòðîêå óðàâíåíèÿ (2.28) ñëàãàåìîå,
ïðîïîðöèîíàëüíîå myΩy(I).

Êîíêðåòíûå îñîáåííîñòè îïèñàííîãî àíòèçàòóõàíèÿ Ëàíäàó êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé ïó÷êà ñ ñèëüíûì ïðîñòðàíñòâåííûì çàðÿäîì ìîãóò çàâèñåòü îò ôîðìû ïîïå-
ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïó÷êà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïó÷êà â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

f0 =
1

4ϵ
δ(∆p) exp

(
−Jx + Jy

2ϵ

)
. (2.54)

Åñëè òàêæå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî βav,x = βav,y = βav, ãäå βav � ñðåäíåå çíà÷åíèå β�
ôóíêöèè â êîëüöå, òî òàêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îïèñûâàåò ïó÷îê ñ êðóãëûì
ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì ñ ðàçìåðàìè σx = σy = σ, σ =

√
ϵβav. Äåéñòâèå ïîëåé ïðîñòðàí-

ñòâåííîãî çàðÿäà òàêîãî ïó÷êà íà ÷àñòèöû ïðèâîäèò ê ñäâèãó ÷àñòîòû âåðòèêàëüíûõ
áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé

Ωy(I) = ω0∆νLΦ(Jx, Jy), (2.55)

ãäå ∆νL îïðåäåëåíî â (1.14), à

Φ(Jx, Jy) =

∫ 1

0

dt exp

(
− [Jx + Jy] t

4ϵ

)
I0

(
Jxt

4ϵ

)
(2.56)

×
(
I0

(
Jyt

4ϵ

)
− I1

(
Jyt

4ϵ

))
.
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü ñäâèãà ÷àñòîòû âåðòèêàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö îò x =
Jx/ϵx. Âåðõíÿÿ êðèâàÿ: q = 2, íèæíÿÿ: q = 6, bc > 0

Ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè âåðòèêàëüíûõ äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé òà-
êîãî ïó÷êà îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (my = 1)

ζ = zm − χ
(
h
Qyy

Qy

− Qyx

Qy

)
, h =

ac
bc
. (2.57)

Çäåñü χ = bc/|bc|, âñå ñäâèãè ÷àñòîò èçìåðÿþòñÿ â åäèíèöàõ δω = ω0|bc|ϵ, x = Jx/(2ϵ),
y = Jy/(2ϵ),

Qyy =

∫ ∞

0

dxdy
y2e−(y+x)

zm − χ(hy − x) + qΦ(x/2, y/2) + i0
, (2.58)

Qyx =

∫ ∞

0

dxdy
yxe−(y+x)

zm − χ(hy − x) + qΦ(x/2, y/2) + i0
, (2.59)

à

Qy =

∫ ∞

0

dxdy
ye−(y+x)

zm − χ(hy − x) + qΦ(x/2, y/2) + i0
. (2.60)

Íåñêîëüêî ïðèìåðîâ êðèâûõ ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äëÿ òàêîãî ïó÷êà ïîêà-
çàíû íà ðèñ. 6. Ñðàâíåíèå ýòèõ êðèâûõ ñ èçîáðàæåííûìè íà ðèñ. 5 ïîêàçûâàåò, ÷òî
îïèñàííîå ÿâëåíèå àíòèçàòóõàíèÿ Ëàíäàó ïðèñóòñòâóåò è ó êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
ïó÷êà êðóãëîãî ñå÷åíèÿ, íî îíî ïîÿâëÿåòñÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ êóëîíîâñêîãî
ñäâèãà ÷àñòîòû ïó÷êà. Îïèñàííîå ÿâëåíèå àíòèçàòóõàíèÿ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
ìîæåò äîïîëíèòåëüíî îãðàíè÷èâàòü äîñòèæèìûå çíà÷åíèÿ êóëîíîâñêîãî ñäâèãà ÷à-
ñòîòû ïðè îõëàæäåíèè èîííûõ ïó÷êîâ.
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Ðèñ. 5. Òî æå, ÷òî íà ðèñ. 3, íî χ = 1. Ñëåâà íàïðàâî q = 6, 4, 3, 1, 0; mx = 0, my = 1

2.3. Ñïåêòðû øóìà áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé èîííîãî

ïó÷êà

Îäíèì èç ñïîñîáîâ îïðåäåëåíèÿ ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êî-
ëåáàíèé èîííîãî ïó÷êà ìîæåò áûòü èçìåðåíèå ò. í. ìîùíîñòåé è ñïåêòðîâ øóìà
åãî äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ([11]). Â îòëè÷èå îò ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé, âîçáóæäàåìûõ âíåøíèì óäàðîì ÷àñòèö ïó÷êà çàäàííûìè ïîïåðå÷íûìè
ïîëÿìè ñïåöèàëüíîãî óñòðîéñòâà � äåôëåêòîðà, êîëåáàíèÿ ïó÷êà ìîãóò ñïîíòàííî
âîçíèêàòü çà ñ÷åò, íàïðèìåð, òåïëîâîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö. Ïîñêîëüêó òàêîå äâèæåíèå
íîñèò õàîòè÷åñêèé õàðàêòåð, àìïëèòóäû è ôàçû ïîÿâëÿþùèõñÿ êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè êîîðäèíàò ÷àñòèö â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå è
âðåìåíè. Îíè îïèñûâàþò ôëóêòóàöèè îäíî÷àñòè÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ òåïëî-
âûì äâèæåíèåì ÷àñòèö è ñîñòàâëÿþò êîãåðåíòíûé èëè ôëóêòóàöèîííûé ôîí ïó÷êà.
Êàê è ñèñòåìàòè÷åñêèå ïîïåðå÷íûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ, ôëóêòóàöèè äèïîëüíîãî
ìîìåíòà ïó÷êà ìîãóò áûòü èçìåðåíû äèôôåðåíöèàëüíûìè ïèêàï-ýëåêòðîäàìè. Òà-
êèå ñèãíàëû íîñÿò ñëó÷àéíûé õàðàêòåð. Èõ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïî âðåìåíè, èëè ïî
êîîðäèíàòàì ÷àñòèö â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó, åñëè, íàïðèìåð,
àìïëèòóäà ñèãíàëà îïèñûâàåòñÿ âåëè÷èíîé X(t), òî èçìåðÿåìûìè âåëè÷èíàìè îêà-
çûâàþòñÿ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïðîèçâåäåíèé âåëè÷èíû X â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè
èëè òàêèõ ïðîèçâåäåíèé â íåêîòîðûå ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè. Åñëè óñðåäíÿåòñÿ
âåëè÷èíà X2, òî èçìåðÿåìîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ ìîùíîñòü øóìà âåëè÷èíû X. Âî
âòîðîì ñëó÷àå èçìåðÿþòñÿ êîððåëÿöèè çíà÷åíèé âåëè÷èíû X â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû
âðåìåíè. Äëÿ ò. í. ñòàöèîíàðíûõ øóìîâ Ôóðüå-îáðàç êîððåëÿòîðà

K(τ) = ⟨X(t)X(t+ τ)⟩ = 1

T

∫ T

0

X(t)X(t+ τ)dt (2.61)
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Ðèñ. 6. Òî æå, ÷òî íà ðèñ. 5, íî äëÿ ïó÷êà ñ êðóãëûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì (σx = σy = σ);
ñëåâà íàïðàâî q = 15, 10, 5, 0; χ = −1, h = 0.5, mx = 0, my = 1

îïðåäåëÿåò ñïåêòð øóìà âåëè÷èíû X. Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ (2.61), äëÿ óñïåø-
íîãî ïðèìåíåíèÿ òàêèõ ïðîöåäóð â ðàñ÷åòàõ è â èçìåðåíèÿõ ìàñøòàáû âðåìåíè, õà-
ðàêòåðíûå äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ïó÷êå äîëæíû çàìåòíî ïðåâûøàòü
ìàñøòàáû âðåìåíè, õàðàêòåðíûå äëÿ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ
ãîâîðÿò î ñóùåñòâîâàíèè â çàäà÷å èåðàðõèè âðåìåí.

Ñ ðîñòîì ÷èñëà ÷àñòèö â ïó÷êå èëè ñ óìåíüøåíèåì â íåì ðàçáðîñîâ ÷àñòîò õà-
ðàêòåðèñòèêè òàêîãî øóìà ñòàíîâÿòñÿ ÷óâñòâèòåëüíû ê îñîáåííîñòÿì êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé ïó÷êà. Ìîùíîñòè øóìîâ ïó÷êà, âîîáùå, óâåëè÷èâàþòñÿ ïðè ïðèáëèæåíèè
ïàðàìåòðîâ ïó÷êà è ïîïåðå÷íîãî èìïåäàíñà ê ãðàíèöàì îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ìîä
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Ìû ïåðåõîäèì ê âû÷èñëåíèþ îñîáåííîñòåé ñïåêòðîâ øóìà
äèïîëüíûõ êîëåáàíèé èîííîãî ïó÷êà, îáóñëîâëåííûõ âîçìóùåíèÿìè êîëåáàíèé ÷à-
ñòèö ïó÷êà åãî ïðîñòðàíñòâåííûì çàðÿäîì. Äëÿ ýòîãî ìû âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì
ìèêðîñêîïè÷åñêîé ôàçîâîé ïëîòíîñòè, ïðåäëîæåííûì Þ. Ë. Êëèìîíîòîâè÷åì [12]
(îïèñàíèå ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà äëÿ ïó÷êîâ â íàêîïèòåëÿõ ìîæíî åùå íàéòè â
êíèãå [2]).

Ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà îñíîâûâàåòñÿ íà âû÷èñëåíèÿõ ò. í. ìèêðîñêîïè÷åñêîé
ïëîòíîñòè ïó÷êà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå D. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà δ-ôóíêöèé
íà òî÷íûõ òðàåêòîðèÿõ ÷àñòèö ïó÷êà. Ôóíêöèÿ D(I,ψ,∆p,ϕ, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ íåïðåðûâíîñòè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîñêîëüêó òî÷íûå òðàåêòîðèè âçàè-
ìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö íå èçâåñòíû, ìãíîâåííîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè D(I,ψ,∆p,ϕ, t)
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

D = Nf(I,ψ,∆p,ϕ, t) + δD(I,ψ,∆p,ϕ, t), (2.62)

ãäå ïî îïðåäåëåíèþ

f =
1

N
⟨D(I,ψ,∆p,ϕ, t)⟩ (2.63)
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� îäíî÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïó÷êà, ñêîáêè ⟨. . .⟩ îáîçíà÷àþò ñòàòèñòè÷å-
ñêîå óñðåäíåíèå ïî øóìàì ïó÷êà è ïî øóìàì ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ÷àñòèöû, âåëè÷èíà
δD îïèñûâàåò êîãåðåíòíûå ôëóêòóàöèè ïó÷êà èç-çà, íàïðèìåð, òåïëîâîãî äâèæåíèÿ
÷àñòèö èëè çà ñ÷åò äðóãèõ øóìîâûõ ïðîöåññîâ. Ïî îïðåäåëåíèþ, äëÿ ôóíêöèè δD
âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî ⟨δD⟩ = 0. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì D è f âåëè÷èíà δD ÿâëÿ-
åòñÿ ñèíãóëÿðíîé ôóíêöèåé êîîðäèíàò ÷àñòèöû â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îíà òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé âðåìåíè. Ïî ýòèì ïðè÷èíàì ôèçè÷åñêèé ñìûñë èìå-
þò íå ñàìè çíà÷åíèÿ δD, à ò. í. ìîìåíòû δD, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñðåäíèå
ïðîèçâåäåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí δD, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçëè÷íûì òî÷êàì ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà è ê ðàçëè÷íûì ìîìåíòàì âðåìåíè. Íàïðèìåð, ýòî ìîãóò áûòü âåëè-
÷èíû ⟨δD(1, t1)δD(2, t2)⟩, ⟨δD(1, t1)δD(2, t2)δD(3, t3)⟩ è ò. ä., ãäå ïåðâûå öèôðû â
àðãóìåíòàõ D îáîçíà÷àþò íàáîðû êîîðäèíàò ÷àñòèö â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (íà-
ïðèìåð, 1 ≡ {I,ψ,∆p,ϕ}). Ìîìåíòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîìáèíàöèè îäíî÷àñòè÷íûõ
ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ f(I,ψ,∆p,ϕ, t) è ÷åðåç ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè êîððåëÿöèîí-
íûõ ôóíêöèé ïó÷êà (íåêîòîðûå ïðèìåðû òàêèõ âû÷èñëåíèé ìîæíî íàéòè â êíèãå[2]).
Äëÿ íàøèõ öåëåé âàæíî çíàòü, ÷òî íèæå ïîðîãîâ íåóñòîé÷èâîñòåé êîãåðåíòíûõ êî-
ëåáàíèé øóì ïó÷êà ÷àñòî ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñòàöèîíàðíûé, äëÿ êîòîðîãî,
íàïðèìåð, êîððåëÿòîð ⟨δD(1, t1)δD(2, t2)⟩ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàçíîñòè t1− t2, à òàê-
æå òî, ÷òî äëÿ òèïè÷íûõ îáëàñòåé ïàðàìåòðîâ ïó÷êîâ â íàêîïèòåëÿõ âåëè÷èíó δD
ìîæíî âû÷èñëÿòü, ïðåíåáðåãàÿ òðîéíûìè è áîëåå âûñîêèìè êîððåëÿöèÿìè â äâèæå-
íèÿõ ÷àñòèö ïó÷êà. Â òàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ôóíêöèÿ δD óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ,
êîòîðîå ïî ôîðìå ñîâïàäàåò ñ ëèíåàðèçîâàííûì óðàâíåíèåì Âëàñîâà (íàïðèìåð, â
[2]).

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âîçìóùåíèÿ êîëåáàíèé ÷àñòèö ñèëàìè ïðîñòðàíñòâåííî-
ãî çàðÿäà îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

Fy(y − δd(ϕ, t), x) ≃ Fy(y, x)− δd(ϕ, t)
∂Fy

∂y

è Fx(y − δd(ϕ, t), x) ≃ Fx(y, x), ãäå

δd(ϕ, t) =
1

N

∫
d∆pdΓ⊥yδD, (2.64)

à òàêæå ÷òî íåñëó÷àéíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ â ïó÷êå íå âîçáóæäåíû:

f = f0(I)ρ(∆p),

òî óðàâíåíèå äëÿ δD çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

∂δD
∂t

= −ϕ̇∂δD
∂ϕ

− ωy
∂δD
∂ψy

− ∂y

∂ψy

δF2(t, θ)ρ(∆p)
∂ (Nf0)

∂Iy
(2.65)

+ δd(ϕ, t)
∂y

∂ψy

∂Fy

∂y
ρ(∆p)

∂ (Nf0)

∂Iy
.

Çäåñü δF2 � ñèëà, âîçìóùàþùàÿ äâèæåíèå ÷àñòèö ïó÷êà ïîëÿìè, íàâåäåííûìè ôëóê-
òóàöèåé δD â îêðóæàþùèõ ïó÷îê ýëåêòðîäàõ. Èñïîëüçóÿ àíàëîãèþ óðàâíåíèé (2.65)
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è (2.11), óñðåäíÿÿ óðàâíåíèå (2.65) ïî ïåðèîäó îáðàùåíèÿ ÷àñòèö è âûïîëíèâ â ïî-
ëó÷åííîì óðàâíåíèè Ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèå ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì

δDm,n(I,∆p,ω) =
iδDm,n(I,∆p, 0)

(∆ωm − g∆p−my∆ω3(I) +myΩy(I))

−
[Ωm,n +myΩ(I)]

√
Iyρ(∆p)

∆ωm − g∆p−my∆ω3(I) +myΩy(I)

∂f0
∂Iy

(2.66)

×
∫

dI ′d∆p′
√
I ′yδDmn(I

′,∆p′,ω),

ãäå

δDm,n(I,∆p, t) =
∫ ∞

−∞

dω
2π

e−iωtδDm,n(I,∆p,ω), Imω > 0, (2.67)

à δDm,n(I,∆p, 0) = δDm,n(I,∆p, t = 0). Ïåðåïèñàâ óðàâíåíèå (2.64) äëÿ Ôóðüå àìïëè-
òóä

δdm,n(∆ωm) =
1

N

∫ ∞

−∞
d∆p

∫
dI

√
Iy

2Mωy0

δDm,n(I,∆p,ω) (2.68)

è ïîäñòàâèâ â íåãî δDm,n(I,∆p,ω) èç (2.66), ïîëó÷èì

δdm,n(∆ωm) =
1

N

∫ ∞

−∞
d∆p

∫
dI

iδDm,n(I,∆p, 0)
√

Iy
2Mωy0

(∆ωm − g∆p−my∆ω3(I) +myΩy(I))

−δdm,n(∆ωm)

∫ ∞

−∞
d∆pρ(∆p)

∫
dI

[Ωm,n +myΩ(I)] Iy
∂f0
∂Iy

∆ωm − g∆p−my∆ω3(I) +myΩy(I)
,

èëè

δdm,n(∆ωm) =
δd(0)m,n(∆ωm)

εm,n(∆ωm)
. (2.69)

Çäåñü âåëè÷èíà

δd(0)m,n(∆ωm) =
i

N
√
2Mωy0

∫
dI
√
Iy (2.70)

×
∫ ∞

−∞
d∆p

δDm,n(I,∆p, 0)
∆ωm − g∆p−my∆ω3(I) +myΩy(I)

îïèñûâàåò ôëóêòóàöèè öåíòðà òÿæåñòè ïó÷êà, âû÷èñëåííûå â ïðåíåáðåæåíèè äåé-
ñòâèåì íà ÷àñòèöû íàâåäåííûõ ïîëåé, à êîëëåêòèâíàÿ ðåàêöèÿ ïó÷êà íà ýòè ïîëÿ
îïèñûâàåòñÿ âåëè÷èíîé

εm,n(∆ωm) = 1 +

∫
dId∆p

[Ωm,n +myΩy(I)] ρ(∆p)Iy(∂f0/∂Iy)
∆ωm − g∆p−my∆ω3(I) +myΩy(I)

, (2.71)

èëè

εm,n(∆ωm) = Qy

(
Ωm,n − ∆ωm + g

Qyp

Qy

+myω0

(
ac
Qyy

Qy

− bc
Qyx

Qy

))
, (2.72)
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êîòîðàÿ èìååò ñìûñë äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ïó÷êà. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå
εm,n(∆ωm) = 0 ñîâïàäàåò ñ äèñïåðñèîííûì óðàâíåíèåì êîãåðåíòíûõ ìîä ïó÷êà. Â
ýòèõ óðàâíåíèÿõ ôàêòîðû Qy, Qyp, Qyy è Qyx îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (2.30)�(2.33).
Íàïîìíèì, ÷òî âñå ýòè óðàâíåíèÿ çàïèñàíû â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî êîìïëåêñíàÿ
ïåðåìåííàÿ ∆ωm íàõîäèòñÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè (Im∆ωm > 0). Çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèé â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè ∆ωm ïîëó÷àþòñÿ èõ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì.

Ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè êîãåðåíòíûõ ôëóêòóàöèé [12] ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü
øóìîâîãî ñèãíàëà δdm,n(t) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

(δdm,n)
2
ω = lim

∆→0
2∆
⟨
δdm,n(ω+ i∆)δd∗m,n(ω+ i∆)

⟩
. (2.73)

Ïîäñòàâèâ ñþäà δdm,n(∆ωm) èç óðàâíåíèÿ (2.69), ïîëó÷àåì

(δdm,n)
2
ω =

(
δd(0)m,n

)2
ω

|εm,n(∆ωm)|2
, (2.74)

ãäå
(δd(0)m,n)

2
ω = lim

∆→0
2∆
⟨
δd(0)m,n(ω+ i∆)δd(0)∗m,n(ω+ i∆)

⟩
(2.75)

� ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü äèïîëüíîãî ìîìåíòà ïó÷êà, âû÷èñëåííàÿ â ïðåíåáðåæåíèè
åãî êîëëåêòèâíîé ðåàêöèåé (ò. í. øóì Øîòòêè). Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (2.70)

(δd(0)m,n)
2
ω =

1

2Mωy0N2
lim
∆→0

2∆
∫

dI1
√
Iy1 (2.76)

×
∫ ∞

−∞

d∆p1
∆ωm − g∆p1 −my∆ω3(I1) +myΩy(I1) + i∆

×
∫

dI2
√
Iy2

×
∫ ∞

−∞
d∆p2

⟨
δDm,n(I1,∆p1, 0)δD∗

m,n(I2,∆p2, 0)
⟩

∆ωm − g∆p2 −my∆ω3(I2) +myΩy(I2)− i∆
,

íàõîäèì, ÷òî ïëîòíîñòü (δd(0)m,n)2ω âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îäíîâðåìåííóþ äâóõ÷àñòè÷íóþ
êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ íà÷àëüíûõ ôëóêòóàöèé â ïó÷êå:

K(1, 2) = ⟨δDm,n(I1,∆p1, 0)δDm,n(I2,∆p2, 0)⟩ .

Íèæå ïîðîãîâ íåóñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé òåïëîâîå äâèæåíèå ÷àñòèö
ðîæäàåò êîãåðåíòíûå ôëóêòóàöèè ïëîòíîñòè ïó÷êà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñòàòè-
ñòè÷åñêè íåçàâèñèìî. Â òåðìèíàõ ïàðíûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ýòî îïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì ôîðìàëüíûì ñîîòíîøåíèåì:

K(1, 2) = δm,m′δn,n′δ(I1 − I2)δ(∆p1 − ∆p2)Nf0(I1)ρ(∆p). (2.77)

Ïîäñòàâèâ åãî â ôîðìóëó (2.76), âûïîëíèâ â ýòîé ôîðìóëå îäíî èç èíòåãðèðîâàíèé
ïî êîîðäèíàòàì ÷àñòèöû 1 èëè 2, è âîñïîëüçîâàâøèñü òîæäåñòâîì

lim
∆→0

∆
x2 + ∆2

= πδ(x), (2.78)
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ïîëó÷àåì

(δd(0)m,n)
2
ω =

π
NMωy0

∫ ∞

0

dIxdIyIyf0(Ix, Iy)

∫ ∞

−∞
d∆pρ(∆p) (2.79)

× δ [∆ωm − g∆p−my∆ω3(I) +myΩy(I)] .

Äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî ïåðåìåííûì äåéñòâèå âåðòèêàëü-
íûõ èëè ãîðèçîíòàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé

∂f0
∂Iy

= − f0
Iy0

, Iy0 = Mvϵy, (2.80)

çàìå÷àåì, ÷òî

ImQy(∆ωm + i0) =
π
Iy0

∫
dIIf0(I) (2.81)

×
∫ ∞

−∞
d∆pρ(∆p)δ (∆ωm − g∆p−my∆ω3(I) +myΩy(I))

è, ñëåäîâàòåëüíî,

(δd(0)m,n)
2
ω =

ϵyβav
N

ImQy(∆ωm + i0), (2.82)

ãäå βav = R0/νy0. Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (2.74), íàõîäèì

(δdm,n)
2
ω =

ϵyβav
N

ImQy(∆ωm + i0)

|εm,n(∆ωm + i0)|2
. (2.83)

Â ýòèõ ôîðìóëàõ ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè äèïîëüíîãî ìîìåíòà ïó÷êà ïðîïîðöèî-
íàëüíû ìíîæèòåëþ ϵβav/N . Ïîýòîìó íèæå ìû áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü áåçðàçìåð-
íóþ âåëè÷èíó

Xm =
(δd(0)m,n)2ω
(ϵβav/N)

. (2.84)

Äëÿ èëëþñòðàöèè äåéñòâèÿ ñèë ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà íà ôîðìó ñïåêòðà øó-
ìîâ äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé èîííîãî ïó÷êà ìû ðàññìîòðèì ñïåöèàëüíûé
ñëó÷àé, êîãäà, íàïðèìåð, ac = bc = 0, à g ̸= 0. Â òàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ è äëÿ ãîðè-
çîíòàëüíûõ êîëåáàíèé óðàâíåíèå (2.72) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

εm,n(∆ωm) = (Ωm,n − ∆ωm)Qx + gQxp. (2.85)

Äëÿ ïðîñòîòû ìû ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ ìîäåëüþ ñ ïëîñêèì ïó÷êîì (ϵx ≫ ϵy) ñ ãàóñ-
ñîâûìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî àìïëèòóäàì áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé è ïî èì-
ïóëüñàì ÷àñòèö. Èçìåðÿÿ ÷àñòîòû â åäèíèöàõ ðàçáðîñà ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáà-
íèé δω = |g|σp, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (2.85) â ôîðìå

εm,n(∆ωm) = Qx(ζ− zm) + χQxp, (2.86)

ãäå ζ = Ωmn/δω, zm = ∆ωm/δω, χ = g/|g|, à ôóíêöèè Qx è Qxp îïðåäåëåíû ôîðìóëà-
ìè (2.46) è (2.47).
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Ðèñ. 7. Ñïåêòðû øóìà äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âáëèçè ωx0 (â åäèíèöàõ βavϵx/N).

Õðîìàòè÷åñêèé ðàçáðîñ ÷àñòîò, ÷èñëà îêîëî êðèâûõ çàäàþò çíà÷åíèÿ q = ω0∆νLx/δω, ζ =
−0.5 + i0.1

Ñ óâåëè÷åíèåì âåëè÷èíû êóëîíîâñêîãî ñäâèãà ÷àñòîòû ïó÷êà (q) ìàêñèìóìû ñïåê-
òðîâ ñäâèãàþòñÿ ïî ÷àñòîòå â íàïðàâëåíèè íà÷àëà êîîðäèíàò, àìïëèòóäû øóìîâîãî
ñèãíàëà óâåëè÷èâàþòñÿ êàê â ðàéîíå èõ ìàêñèìóìà, òàê è â íèçêî÷àñòîòíûõ õâîñòàõ
ðàñïðåäåëåíèÿ (ðèñ. 7). Íàáëþäàåìîå óâåëè÷åíèå àìïëèòóäû ñèãíàëà ñîîòâåòñòâóåò
ïðèáëèæåíèþ ïàðàìåòðîâ ïó÷êà ê ïîðîãó íåóñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé.
Ñïåêòðû, âû÷èñëåííûå â ïðåíåáðåæåíèè êîëëåêòèâíûìè íàâåäåííûìè ïîëÿìè ïó÷-
êà (ðèñ. 8) äåìîíñòðèðóþò ïðåîáðàçîâàíèå îò ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòîò â ïó÷êå
(∆νL = 0) ê áîëåå øèðîêèì êðèâûì ñî ñìåùåíèåì èõ ìàêñèìóìîâ â îáëàñòü îòðèöà-
òåëüíûõ çíà÷åíèé ∆ωm. Èç ýòèõ ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî ìàêñèìóìû â ñïåêòðàõ (δd(0)m,n)2ω
ðàñïîëàãàþòñÿ íåñêîëüêî âûøå ÷àñòîò ∆ωm ≃ −ω0∆νLx/2. Åñëè âåëè÷èíû ∆νLx íå
î÷åíü âåëèêè (íàïðèìåð, q ≤ 5), òî ôîðìû ñïåêòðîâ îñòàþòñÿ áëèçêèìè ê ãàóññîâûì.

Äåéñòâèå êîëëåêòèâíûõ ïîëåé íà äèïîëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ïó÷êà ïðè-
âîäèò ê åùå áîëåå ñèëüíûì èçìåíåíèÿì ôîðìû ñïåêòðà øóìà (ñðàâíèì, íàïðèìåð,
ðèñ. 7 è ðèñ. 9 èëè ñïëîøíóþ è ïóíêòèðíóþ ëèíèè, îòìå÷åííûå íà ðèñ. 9 öèôðîé 0).

Òàêóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ñïåêòðîâ øóìà äèïîëüíîãî ìîìåíòà ïó÷êà ê äåéñòâèþ
íà ÷àñòèöû ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðÿìîãî
èçìåðåíèÿ âåëè÷èíû êóëîíîâñêîãî ñäâèãà ÷àñòîòû èîííîãî ïó÷êà. Ïðîâåäåíèå òàêèõ
èçìåðåíèé ñóùåñòâåííî îáëåã÷àåòñÿ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî îíî òðåáóåò íàáëþäå-
íèé ëèøü äèïîëüíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà è ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
îáû÷íûõ ïèêàï-ýëåêòðîäîâ. Äëÿ òàêèõ èçìåðåíèé ïèêàï-ýëåêòðîäû è ïåðåäàþùàÿ
ñèãíàëû àïïàðàòóðà äîëæíû èìåòü äîñòàòî÷íî øèðîêèå ïîëîñû ïåðåäà÷è ïî ÷àñòî-
òàì äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íàáëþäåíèÿ èçìåðÿåìûõ ñèãíàëîâ ïó÷êà áåç èõ èñêàæåíèé. Ïî-
ñêîëüêó ðåçóëüòàòîì òàêèõ èçìåðåíèé ôàêòè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòîò
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Ðèñ. 8. Ñïåêòðû øóìà äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âáëèçè ωx0 ((δd(0)m,n)2ω â åäèíè-

öàõ βavϵx/N), âû÷èñëåííûå â ïðåíåáðåæåíèè êîëëåêòèâíûìè íàâåäåííûìè ïîëÿìè ïó÷êà.

Ñëåâà íàïðàâî q = 10, 5, 0

â ïó÷êå è çàâèñèìîñòü åãî äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè îò ÷àñòîòû, ïîäðîáíàÿ
îáðàáîòêà èçìåðåíèÿ ñïåêòðîâ äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ ñèãíàëîâ ïîçâîëÿåò òàêæå
âîññòàíîâèòü âåëè÷èíó èìïåäàíñà ñâÿçè è ðàçáðîñû ÷àñòîò â ïó÷êå.

Âìåñòå ñ òåì, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óâåëè÷åíèå óðîâíÿ øóìà ïó÷êà è óâåëè÷åíèå
âðåìåíè æèçíè ôëóêòóàöèé â ïó÷êå ïðè ïðèáëèæåíèè åãî ïàðàìåòðîâ ê ãðàíèöå îá-
ëàñòè óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïðèâîäèò ê óñèëåíèþ ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö
íà êîãåðåíòíûõ ôëóêòóàöèÿõ ïó÷êà. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ìîæåò âûçûâàòü óâåëè÷åíèå
ïîïåðå÷íûõ ðàçìåðîâ ïó÷êà è ñîîòâåòñòâóþùåå óìåíüøåíèå âåëè÷èíû åãî êóëîíîâ-
ñêîãî ñäâèãà ÷àñòîòû.

Âáëèçè ïîðîãîâ íåóñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé õàðàêòåðíûå âðåìåíà èç-
ìåíåíèé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö è ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé øóìà ïó÷êà
îêàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè ïî âåëè÷èíå. Ñàìè òàêèå èçìåíåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè êèíåòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè. Âûÿñíåíèå äåòàëåé òàêèõ ïðîöåññîâ òðå-
áóåò îäíîâðåìåííîãî ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
÷àñòèö è êîððåëÿòîðîâ ôëóêòóàöèé ïîëåé ïó÷êà. Ïîä ïîðîãîì íåóñòîé÷èâîñòè êî-
ãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïðîöåññ ðåëàêñàöèè çàêàí÷èâàåòñÿ âûðàâíèâàíèåì òåìïåðàòóð
÷àñòèö ïó÷êà è òåìïåðàòóð åãî êîãåðåíòíûõ ôëóêòóàöèé. Íåêîòîðûå ïðèìåðû òàêèõ
êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé è èõ ðåøåíèé ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãàõ [2] è [3].
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Ðèñ. 9. Òî æå, ÷òî è íà ðèñ. 7, íî äëÿ ζ = −2.5 + i0 (ñïëîøíûå ëèíèè). Ïóíêòèð: q = 0 è

ζ = −0.5 + i0.1
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Ãëàâà 3

Ñàìîñîãëàñîâàííûå ïîëÿ
ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà

3.1. Îáùèå óðàâíåíèÿ

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé, êîòîðûå ó÷èòûâàþò ïîëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà
ïó÷êà ñàìîñîãëàñîâàííûì îáðàçîì, ìû ïîâòîðèì íåêîòîðûå âû÷èñëåíèÿ, ïîçâîëÿþ-
ùèå ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèå Âëàñîâà äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïó÷êà f â óðàâ-
íåíèÿ äëÿ àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà. Êàê è ïðåæäå, ìû ïðåäïîëàãàåì,
÷òî ÷àñòîòû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö νx,y óäàëåíû îò íåëèíåéíûõ ðåçîíàíñîâ.
Íàïîìíèì, ÷òî íåñãðóïïèðîâàííûé ïó÷îê áåç êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îïèñûâàåòñÿ
ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ ϕ, ψx è ψy:

f = f0(I)ρ(∆p), I = {Ix, Iy} . (3.1)

Êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ïó÷êà îïèñûâàþòñÿ ìàëûìè äîáàâêàìè ê f0, êîòîðûå çàâèñÿò
îò âðåìåíè t è ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ôàç êîëåáàíèé ÷àñòèö. Ïîýòîìó
ïèøåì

f = f0(I)ρ(∆p) + δf, (3.2)

ãäå
δf =

∑
m,n

fm,n(I,∆p, t) exp (imxψx + imyψy + inϕ) . (3.3)

Çäåñü m = {mx,my}. Íàïðèìåð, ãîðèçîíòàëüíûå äèïîëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ
îïèñûâàþòñÿ íàáîðîì ÷èñåë m = {±1, 0}. Åñëè âçàèìîäåéñòâèå êîãåðåíòíûõ êîëå-
áàíèé ñ íàâåäåííûìè ïîëÿìè ïðèâîäèò ê ìàëûì èçìåíåíèÿì ïåðåìåííûõ äåéñòâèå
êîëåáàíèé I íà èíòåðâàëàõ âðåìåíè ïîðÿäêà ïåðèîäà îáðàùåíèÿ ÷àñòèö â ìàøèíå
(2π/ω0), òî àìïëèòóäû fm,n ìîæíî âû÷èñëÿòü, ëèíåàðèçóÿ óðàâíåíèå Âëàñîâà ïî fm,n

è óñðåäíÿÿ ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ äëÿ fm,n ïî ïåðèîäó îáðàùåíèÿ. Êðîìå âîçìóùå-
íèé êîëåáàíèé ÷àñòèö íàâåäåííûìè ïó÷êîì ïîëÿìè â îêðóæàþùèõ åãî ýëåêòðîäàõ
ìû õîòèì òàêæå ó÷åñòü âîçìóùåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö ïîëÿìè ïðîñòðàíñòâåííîãî
çàðÿäà ïó÷êà. Òîãäà, ïðåäïîëàãàÿ ãîðèçîíòàëüíûå äèïîëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáà-
íèÿ è ïðåíåáðåãàÿ â ëèíåàðèçîâàííîì óðàâíåíèè Âëàñîâà áûñòðîîñöèëëèðóþùèìè
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ñëàãàåìûìè, íàõîäèì, ÷òî àìïëèòóäû fm óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì:

∂fm,n

∂t
= −i

[
nϕ̇+mx (ωx0 + ∆ωx)

]
fm,n (3.4)

−
(

∂x

∂ψx

δF (y, x, θ, t)

)
m,n

ρ(∆p)
∂f0
∂Ix

−
(

∂x

∂ψx

FW (θ, t)

)
m,n

ρ(∆p)
∂f0
∂Ix

.

Çäåñü ∆ωx � ñäâèã ÷àñòîòû ãîðèçîíòàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö èç-çà õðî-
ìàòè÷åñêèõ ýôôåêòîâ, à òàêæå èç-çà íåëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé âñåõ ñèë, äåéñòâóþ-
ùèõ íà ÷àñòèöû, îò èõ êîîðäèíàò, ôóíêöèÿ FW (θ, t) îáîçíà÷àåò ñèëó, âîçìóùàþùóþ
êîëåáàíèÿ ÷àñòèö ïîëÿìè, êîòîðûå ïó÷îê íàâîäèò â îêðóæàþùèõ åãî ýëåêòðîäàõ, à
ñëàãàåìîå, ïðîïîðöèîíàëüíîå δF (x, θ, t) îïèñûâàåò âîçìóùåíèÿ ãîðèçîíòàëüíûõ êî-
ãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà ïîëÿìè åãî ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà. Ïðåäïîëîæèâ,
÷òî íîìåðà ãàðìîíèê n â óðàâíåíèè (3.4) íå î÷åíü âåëèêè, ìû óïðîñòèì âû÷èñëåíèÿ
δF (x, θ, t), èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåíèå ëîêàëüíûõ ïîëåé. Òîãäà èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

δF
∂x

∂ψx

= − ∂

∂ψx

∫
dΓ⊥2d∆p2G(|r1 − r2|)δf(I2,ψ2,∆p2, θ, t). (3.5)

Çäåñü dΓ⊥ = dIxdIydψxdψy, à G(r) � ôóíêöèÿ Ãðèíà äâóìåðíîé ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé
çàäà÷è. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïó÷êà íîðìèðîâàíà íà åäèíèöó,
ìû áóäåì ïèñàòü

G(r) =
Ne2

Π

∫
dkxdky

π
(
k2
x + k2

y

) exp (ikxx+ ikyy) , (3.6)

Π = 2πR0 � ïåðèìåòð çàìêíóòîé îðáèòû. Åñëè ôóíêöèÿ δf â (3.5) âû÷èñëÿåòñÿ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ Âëàñîâà, òî óðàâíåíèå (3.5) îïðåäåëÿåò ñàìîñîãëàñîâàííûå
ïîëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà. Ðàíåå ìû óïðîùàëè âû÷èñëåíèÿ ýòèõ ïîëåé,
ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïëîòíîñòü ïó÷êà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà çàìåíîé δf íà ïðèáëèæåí-
íóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

δf = f0(y, x− d(ϕ, t), py, px −Mḋ(ϕ, t))− f0(y, x, py, px), (3.7)

ãäå d(ϕ, t) � ãîðèçîíòàëüíûé äèïîëüíûé ìîìåíò ïó÷êà:

d(ϕ, t) =
∫

d∆pdΓ⊥xf. (3.8)

Áóêâàëüíî òàêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïó÷êà ìîæåò, íàïðèìåð, ïîëó÷àòüñÿ ïî-
ñëå êîðîòêîãî óäàðà ïó÷êà â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïðè êîíå÷íîì ðàçáðîñå
÷àñòîò â ïó÷êå ýòî ñîñòîÿíèå ïó÷êà ðàçðóøàåòñÿ åãî ðàñôàçèðîâêîé â ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Ïîýòîìó óêàçàííûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ëèøü íà
èíòåðâàëàõ âðåìåíè, êîòîðûå ñóùåñòâåííî êîðî÷å âðåìåí ðàñôàçèðîâêè. Â ñâîþ î÷å-
ðåäü, ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ðàçáðîñû ÷àñòîò â ïó÷êå ìàëû, ÷òî
ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ïó÷îê êàê æåñòêèé èëè ïî÷òè æåñòêèé îáúåêò. Â ïðåäû-
äóùèõ ãëàâàõ ìû íàõîäèëè àìïëèòóäû ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà
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fm,n, ðåøàÿ ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå Âëàñîâà, â êîòîðîì ïîëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-
ãî çàðÿäà ïó÷êà âû÷èñëÿëèñü äëÿ æåñòêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö â ïó÷êå (3.7). Â
ýòîì çàêëþ÷àëîñü óïðîùàþùåå ïðåäïîëîæåíèå ìîäåëè. Íàéäåííûå òàêèì ñïîñîáîì
àìïëèòóäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé çàâèñÿò îò êîîðäèíàò ÷àñòèö â ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ Âëàñîâà. Îíè óæå íå îïèñûâàþò æåñòêèé
ïó÷îê. Ïîýòîìó ìû íàçâàëè òàêóþ ìîäåëü îïèñàíèÿ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ìîäåëüþ
êâàçèæåñòêîãî ïó÷êà.

Âîçâðàùàÿñü ê îáùåìó îïèñàíèþ, çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (3.4) ìîæåò ðåøàòüñÿ,
íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ Ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðè ýòîì èíòåãðèðîâàíèå ëåâîé ÷àñòè
â (3.4) äàåò ∫ ∞

0

dteiωt
∂fm,n

∂t
= −f (0)

m,n − iωfm,n(ω), Imω > 0, (3.9)

ãäå ôóíêöèè f
(0)
m,n ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ àìïëèòóä fm,n(t). Òîãäà

ñîãëàñíî (3.4) Ôóðüå àìïëèòóäû fm,n(ω) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

(∆ωm,n − ∆ωinc) fm,n (ω) = if (0)
m,n (3.10)

−i

(
∂x

∂ψx

FW (θ,ω)

)
m,n

ρ(∆p)
∂f0
∂Ix

−mx
∂f0
∂Ix
ρ(∆p)

×
∫

dIx2dIy2Xm,n (I2,ω)Gm(Ix, Iy, Ix2, Iy2),

ãäå ìû îáîçíà÷èëè

Xm,n(I,ω) =
∫ ∞

−∞
d∆pfm,n (I,∆p,ω) , (3.11)

∆ωm,n = ω−mxωx0 − nω0 è

∆ωinc = nω0η
∆p
p

+mxδωx (∆p, Ix, Iy) . (3.12)

Ïîäñòàâëÿÿ â (3.10) mx = ±1 è(
∂x

∂ψx

FW (θ,ω)

)
m,n

= −iΩmn

√
I

∫ ∞

0

dI2
√

I2Xmn (I2,ω) , (3.13)

íàõîäèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ àìïëèòóä fm,n

(∆ωm,n − ∆ωinc) fm,n (ω) = if (0)
m,n − ρ(∆p)

∂f0
∂Ix
Ωmn

√
Ix (3.14)

×
∫ ∞

0

dI2xdIy2
√
Ix2Xmn (I2,ω)−mx

∂f0
∂Ix
ρ(∆p)

×
∫ ∞

0

dIx2dIy2Xmn (I2,ω)Gm(Ix, Iy, Ix2, Iy2).

Â ýòèõ ôîðìóëàõ ìíîæèòåëü

Ωm,n =
imxNe2Z⊥(mxωx0 + nω0)

2Mωx0Π
(3.15)
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îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà ñ îêðóæàþùèìè åãî ýëåê-
òðîäàìè. Íàâåäåííûå â ýëåêòðîäàõ ïîëÿ îïèñûâàþòñÿ øèðîêîïîëîñíûì, ëîêàëèçî-
âàííûì ïîïåðå÷íûì èìïåäàíñîì Z⊥(ω). Âåëè÷èíà Ωm,n ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîãå-
ðåíòíûé ñäâèã ÷àñòîòû ãîðèçîíòàëüíûõ äèïîëüíûõ êîëåáàíèé ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî
íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿì, îïèñàííûì â ïðåäû-
äóùåé ãëàâå, êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèè (3.14) ñîäåðæàò ëèøü ñàìîñîãëàñîâàííûå
âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà.

3.2. Ìîäåëü

Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (3.14) ñëèøêîì ñëîæíî äàæå äëÿ åãî ÷èñëåííîãî ðåøå-
íèÿ. Äëÿ óïðîùåíèÿ èññëåäîâàíèÿ îñíîâíûõ îñîáåííîñòåé ðåøåíèé òàêèõ óðàâíåíèé
ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñïåöèàëüíîé ìîäåëüþ ([13]). Êàê è ðàíüøå, ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ðàñïðåäåëåíèå ïó÷êà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå èìååò î÷åíü ïëîñêóþ ôîðìó, êîòîðîé
ñîîòâåòñòâóåò ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ïó÷êà ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

f0 (Ix, Iy) = δ(Iy)f0(Ix). (3.16)

Êðîìå òîãî, ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ êîëå-
áàíèé ïó÷êà òàêæå îïèñûâàþòñÿ âûðàæåíèÿìè âèäà

f (0)
m,n (Ix, Iy,∆p2) ∝ δ(Iy). (3.17)

Äëÿ ïó÷êîâ ñ òàêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ìû ïîïûòàåìñÿ èçó÷èòü óñòîé÷èâîñòü
äèïîëüíûõ, ãîðèçîíòàëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé (my = 0 è mx = ±1). Õîòÿ òà-
êàÿ ìîäåëü íå äàåò ïîëíîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû, îíà ïîçâîëÿåò ïðîñëåäèòü ðàçëè÷èÿ
ðàçâèòèÿ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ðåàëüíîãî è êâàçèæåñòêîãî ïó÷êîâ.

Ñîãëàñíî ïðèíÿòîé ìîäåëè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.14 ) ïðîïîðöèîíàëüíû δ(Iy).
Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè â (3.14) ïî Iy, ïîëó÷èì

(∆ωm,n − ∆ωinc) fm,n(ω) = if (0)
m,n (3.18)

−ρ(∆p)∂f0
∂I
Ωmn

√
I

∫ ∞

0

dI2
√
I2Xmn(I2,ω)

−mx
∂f0
∂I
ρ(∆p)

∫
dI2Gm(I, 0, I2, 0)Xm,n(I2,ω).

Çäåñü

fm,n(I,∆p,ω) =
∫ ∞

0

dIyfm,n(Ix, Iy,∆p,ω). (3.19)

Â ïîñëåäóþùèõ âû÷èñëåíèÿõ áóäåò ïîÿâëÿòüñÿ òîëüêî ïåðåìåííàÿ Ix. Ïîýòîìó ÷òîáû
ñîêðàòèòü çàïèñè ìû áóäåì ïèñàòü I âìåñòî Ix. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî äëÿ m = ±1 è
ñîãëàñíî ôîðìóëå (3.6)

Gm(I, 0, I2, 0) =
2Ne2

Π

∫ ∞

0

dk

k
J1

(
k

√
2I

Mωx0

)
J1

(
k

√
2I2

Mωx0

)
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èëè (íàïðèìåð, â [14])

Gm(I, 0, I2, 0) =
Ne2

Π

{ √
I/I2, I < I2,√
I2/I, I > I2.

(3.20)

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñîãëàñíî íàøåé ìîäåëè ñäâèã ÷àñòîòû íåêîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé èîíà ïîä äåéñòâèåì ñèë ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà (−Ω(I)) îïèñûâàåòñÿ
âûðàæåíèåì

Ω(I) = − ∂

∂I

∫
dI2G0(|r− r2|)f0(I2)

èëè (a =
√

2I/(Mωx0))

Ω(I) =
2Ne2

ΠMωya

∫ ∞

0

dkJ1(ka)

∫ ∞

0

dI2J0(ka2)f0(I2) (3.21)

=
Ne2

ΠI

∫ I

0

dI2f0(I2).

Ïîñêîëüêó ïó÷îê ïðåäïîëàãàåòñÿ î÷åíü ïëîñêèì, îïðåäåëèì çíà÷åíèå êóëîíîâñêîãî
ñäâèãà ÷àñòîòû ïó÷êà âûðàæåíèåì

∆νL =
Ne2

ΠI0ω0

=
Ne2

2πMv2ϵ
, (3.22)

ãäå I0 = Mvϵ � øèðèíà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f0, à ϵ � ãîðèçîíòàëüíûé ýìèòòàíñ
ïó÷êà. Ïîýòîìó ïèøåì

Ω(I) = ω0∆νL
I0
I

∫ I

0

dI2f0(I2). (3.23)

Èñïîëüçóÿ ýòî âûðàæåíèå è ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ðàçáðîñ ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáà-
íèé ÷àñòèö îïðåäåëÿåòñÿ õðîìàòè÷íîñòüþ ôîêóñèðîâêè, îêòóïîëüíîé ÷àñòüþ ôîêó-
ñèðóþùèõ ïîëåé (acI) è íåëèíåéíîñòÿìè ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà, çàïèøåì

∆ωinc = nω0η
∆p
p

+m
∂ωx

∂p
∆p+macI −mΩ(I)

= g∆p+macI −mΩ(I), (3.24)

ãäå

g =
nω0η
p

+m
∂ωx

∂p
=
ω0η
p

(n+mνx0) +
mω0

p

dνx
d ln p

. (3.25)

Ïîäñòàâèâ âñå ýòè âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå (3.18), ïîëó÷èì

Q(∆p, I)fm,n (ω) = if (0)
m,n − ρ(∆p)

∂f0
∂I
Ωmn

√
I

∫ ∞

0

dI2
√

I2Xmn (I2,ω)

−m
∂f0
∂I
ρ(∆p)

Ne2

Π

∫ I

0

dI2

√
I2
I
Xm,n (I2,ω) (3.26)

−m
∂f0
∂I
ρ(∆p)

Ne2

Π

∫ ∞

I

dI2

√
I

I2
Xm,n (I2,ω) .
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Çäåñü ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå:

Q(∆p, I) = ∆ωm,n − g∆p−macI +mΩ(I). (3.27)

Óêàæåì íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèìåðîâ, â êîòîðûõ îäíîðîäíàÿ ÷àñòü èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (3.26) ìîæåò áûòü ðåøåíà òî÷íî è â êîòîðûõ âû÷èñëåíèÿ ñ ñàìîñîãëàñî-
âàííûìè ïîëÿìè ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïðåäñêàçûâàþò òå æå ñïåêòðû ñîáñòâåí-
íûõ ÷àñòîò êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé, ÷òî è ìîäåëü êâàçèæåñòêîãî ïó÷êà. Âî-ïåðâûõ,
ïóñòü g = 0 è ac = 0. Òîãäà ðåøåíèå îäíîðîäíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.26):

(∆ωm,n +mΩ(I))Xm,n (ω) = −∂f0
∂I
Ωmn

√
I

∫ ∞

0

dI2
√

I2Xmn (I2,ω)

−m
∂f0
∂I

Ne2

Π

∫ I

0

dI2

√
I2
I
Xm,n (I2,ω) (3.28)

−m
∂f0
∂I

Ne2

Π

∫ ∞

I

dI2

√
I

I2
Xm,n (I2,ω)

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Xm,n (ω) = Cm,n
∂f0
∂I

√
I, (3.29)

ãäå Cm,n � ïðîèçâîëüíûé ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü. Ïîäñòàâèâ ýòî ðåøåíèå â (3.28),
ïîëó÷èì

(∆ωm,n +mΩ(I))
∂f0
∂I

√
I = −∂f0

∂I
Ωmn

√
I

∫ ∞

0

dI2I2
∂f0
∂I2

−m
∂f0
∂I

Ne2

Π
√
I

∫ I

0

dI2I2
∂f0
∂I2

−m
∂f0
∂I

Ne2
√
I

Π

∫ ∞

I

dI2
∂f0
∂I2

,

èëè

(∆ωm,n +mΩ(I)) = −Ωmn

∫ ∞

0

dI2f0(I2)

−m
Ne2

ΠI

∫ I

0

dI2I2
∂f0
∂I2

−m
Ne2

Π

∫ ∞

I

dI2
∂f0
∂I2

.

Ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî

m
Ne2

ΠI

∫ I

0

dI2I2
∂f0
∂I2

+m
Ne2

Π

∫ ∞

I

dI2
∂f0
∂I2

(3.30)

= −m
Ne2

ΠI

∫ I

0

dI2f0(I2) = −mΩ(I)

è óñëîâèå íîðìèðîâêè ôóíêöèè f0, ïðèõîäèì ê äèñïåðñèîííîìó óðàâíåíèþ

∆ωm,n = Ωm,n. (3.31)

Òàêîé ðåçóëüòàò ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ïðåäñêàçàíèÿìè ìîäåëè æåñòêîãî èëè êâà-
çèæåñòêîãî ïó÷êîâ.
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Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ac = 0, à ρ(∆p) ÿâëÿåòñÿ
ðàñïðåäåëåíèåì Ëîðåíöà

ρ(∆p) =
b

π (∆p2 + b2)
. (3.32)

Ðåøåíèå îäíîðîäíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.26) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

fm,n (ω) =
ρ(∆p)

∆ωm,n − g∆p+mΩ(I)
∂f0
∂I

√
IXmn(I), (3.33)

ãäå Xmn(I) � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ∫ ∞

−∞
d∆p

b

π (∆p2 + b2) (∆ωm,n − g∆p+mΩ(I))
=

1

(∆ωm,n +mΩ(I) + i|g|b)

ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ (3.33) â îäíîðîäíóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.26)

(∆ωm,n − g∆p+mΩ(I)) b
π (∆p2 + b2) (∆ωm,n − g∆p+mΩ(I))

∂f0
∂I

√
IXmn(I)

= − bΩmn

π (∆p2 + b2)

∂f0
∂I

√
I

∫ ∞

0

dI2
I2 (∂f0/∂I2)Xmn(I2)

(∆ωm,n +mΩ(I2) + i|g|b)

−m
∂f0
∂I

b

π (∆p2 + b2)

Ne2

Π
√
I

∫ I

0

dI2
I2 (∂f0/∂I2)Xmn(I2)

(∆ωm +mΩ(I2) + i|g|b)

−m
∂f0
∂I

b

π (∆p2 + b2)

Ne2
√
I

Π

∫ ∞

I

dI2
(∂f0/∂I2)Xmn(I2)

(∆ωm +mΩ(I2) + i|g|b)
,

ïðèâîäèò ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

Xmn(I) = −Ωmn

∫ ∞

0

dI2
I2 (∂f0/∂I2)Xmn(I2)

(∆ωm,n +mΩ(I2) + i|g|b)
(3.34)

−m
Ne2

ΠI

∫ I

0

dI2
I2 (∂f0/∂I2)Xmn(I2)

(∆ωm,n +mΩ(I2) + i|g|b)

−m
Ne2

Π

∫ ∞

I

dI2
(∂f0/∂I2)Xmn(I2)

(∆ωm,n +mΩ(I2) + i|g|b)
.

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (3.30), óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî ðåøåíèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè

Xmn(I) = Cmn (∆ωm,n +mΩ(I) + i|g|b) , (3.35)

ãäå Cmn � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå ïîäñòàíîâêè (3.35) â
(3.34) è ñîêðàùåíèÿ ïîñòîÿííûõ ìíîæèòåëåé ïîëó÷àåì

∆ωm,n +mΩ(I) + i|g|b = Ωmn

−m
Ne2

Π
√
I

∫ I

0

dI2I2
∂f0
∂I2

−m
Ne2

√
I

Π

∫ ∞

I

dI2
∂f0
∂I2

.

Ó÷èòûâàÿ çäåñü òîæäåñòâî (3.30), ïðèõîäèì ê äèñïåðñèîííîìó óðàâíåíèþ

∆ωm,n = Ωm,n − i |g| b. (3.36)
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Îíî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ òåì, êîòîðîå ïîëó÷àëîñü â ìîäåëè êâàçèæåñòêîãî ïó÷êà
äëÿ ëîðåíöåâà ðàñïðåäåëåíèÿ èìïóëüñîâ.

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

∂f0
∂I

= −δ (I − I0)

I0
, (3.37)

è, ñîîòâåòñòâåííî, ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ÷àñòè (3.26) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

fm,n (ω) =
ρ(∆p)

Q(∆p, I0)
δ (I − I0)Cmn. (3.38)

à äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå � â âèäå

1 = (Ωmn +mΩ(I0))
∫ ∞

−∞
d∆p

ρ(∆p)
∆ωm,n −macI0 +mΩ(I0)− g∆p

. (3.39)

Ñîãëàñíî ýòîìó óðàâíåíèþ äëÿ ìîíîýíåðãåòè÷åñêîãî ïó÷êà (ρ(∆p) = δ(∆p)) êîãå-
ðåíòíûé ñäâèã ÷àñòîòû (∆ωm,n) íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà
ïó÷êà. Äëÿ ïó÷êà ñ ãëàäêèì ðàñïðåäåëåíèåì èìïóëüñîâ äåêðåìåíòû çàòóõàíèÿ Ëàí-
äàó, âîîáùå, çàâèñÿò îò âåëè÷èíû êóëîíîâñêîãî ñäâèãà ÷àñòîòû ïó÷êà ïîñðåäñòâîì
ôàêòîðà mΩ(I0).

3.3. Ãàóññîâû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

Áîëüøå îòëè÷èé îò ïðåäñêàçàíèé ìîäåëè êâàçèæåñòêîãî ïó÷êà äåìîíñòðèðóþò
ñëó÷àè, â êîòîðûõ ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ïó÷êà îïèñûâàþòñÿ áîëåå ðåàëèñòè÷å-
ñêèìè è ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ìû èçó÷èì ïðèìåð, â êîòîðîì

ρ(∆p)f0(I) =
1

I0
exp

(
− I

I0

)
ρ(u)
σ

, (3.40)

ãäå ∆p = σu, σ � ðàçáðîñ èìïóëüñîâ â ïó÷êå, è ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì óñëîâèå
íîðìèðîâêè: ∫ ∞

−∞
duρ(u) = 1. (3.41)

Ïîäñòàâèâ ýòè ôóíêöèè â óðàâíåíèå (3.26) è îïðåäåëèâ

δω =
√
g2σ2 + (acI0)2, zm =

∆ωm,n

δω
, (3.42)

à òàêæå

x =
I

I0
, q =

ω0∆νL
δω

, χI =
acI0
δω

, χp =
gσ
δω

, ζ =
Ωm,n

δω
, (3.43)

è

r(u, x) =
f
(0)
m,n(u, x)

δω
, (3.44)
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ïåðåïèøåì (3.26) â ñëåäóþùåì âèäå:

fmn =
ir(u, x)

Q(u, x)
+ ζ

√
xe−x

Q(u, x)
ρ(u)

∫ ∞

0

dx1

√
x1

∫ ∞

−∞
du1fmn(u1, x1) (3.45)

+
qe−xρ(u)
Q(u, x)

[∫ x

0

dx1

√
x1

x

∫ ∞

−∞
du1fmn +

∫ ∞

x

dx1

√
x

x1

∫ ∞

−∞
du1fmn

]
.

Çäåñü

Q(u, x) = zm − χpu− χIx+ q
1− e−x

x
. (3.46)

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.45) áóäåì çàïèñûâàòü â ôîðìå

fmn =
ir(u, x)

Q(u, x)
+ ρ(u)

√
xe−x

Q(u, x)
p(x), (3.47)

ãäå íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ p(x) óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

p(x) = ζ
∫ ∞

0

dx1

√
x1X(x1) +

q

x

∫ x

0

dx1

√
x1X(x1) + q

∫ ∞

x

dx1√
x1

X(x1), (3.48)

à

X(x) =

∫ ∞

−∞
dufmn (u, x) . (3.49)

Äèôôåðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè (3.48) ïî x, ïîëó÷èì

dp

dx
= − q

x2

∫ x

0

dx1

√
x1X (x1) , (3.50)

à ïîñëå ïîâòîðíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî x:

d

dx

(
x2 dp

dx

)
= −q

√
xX (x) . (3.51)

Ïîñêîëüêó

X (x) =

∫ ∞

−∞
du

ir(u, x)

Q(u, x)
+

√
xe−x

Q(x)
p(x), (3.52)

ãäå
1

Q(x)
=

∫ ∞

−∞

ρ(u)
Q(u, x)

du, (3.53)

íàõîäèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè p(x)

d

dx

(
x2 dp

dx

)
= −iq

√
xR(x)− q

xe−x

Q(x)
p(x). (3.54)

Çäåñü

R(x) =

∫ ∞

−∞
du

r(u, x)

Q(u, x)
. (3.55)
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Ïîäñòàâëÿÿ â (3.54) îïðåäåëåíèÿ

p(x) =
w(x)

x
, x2 dp

dx
= x

dw

dx
− w, (3.56)

ìû ìîæåì ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äëÿ åùå îäíîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè w(x)

d2w

dx2
= −q

iR(x)√
x

− qe−x

xQ(x)
w(x). (3.57)

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (3.48), íàõîäèì îäíî èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ p(x) èëè w′ =
dw/dx

p(0) = w′(0) =

∫ ∞

0

dx

(
ζ
√
x+

q√
x

)
X(x).

Îíî îçíà÷àåò, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (3.57) ñëåäóåò ðåøàòü ñ ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè:

w(0) = 0, w′(0) =

∫ ∞

0

dx

(
ζ
√
x+

q√
x

)
X(x). (3.58)

3.4. Âû÷èñëåíèå àìïëèòóä äèïîëüíûõ

áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.57) èùåòñÿ â âèäå ñóììû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ (C1w1(x) +
C2w2(x)) è ÷àñòíîãî âûíóæäåííîãî ðåøåíèÿ W (x) ýòîãî óðàâíåíèÿ. Îïðåäåëèì
ôóíêöèè w1,2(x) óðàâíåíèÿìè

d2w1,2

dx2
= − qe−x

xQ(x)
w1,2(x). (3.59)

Òîãäà îáùåå ðåøåíèå (3.57) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

w(x) = C1w1(x) + C2w2(x) +W (x). (3.60)

Óñëîâèå íîðìèðîâêè ôóíêöèé w1,2(x) çàäàåòñÿ óäîáíûì âûáîðîì èõ âðîíñêèàíà

D = w1(x)
dw2

dx
− dw1

dx
w2(x) ̸= 0, (3.61)

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì óðàâíåíèé (3.59). Â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèÿ w1,2(x) ÿâ-
ëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè ôóíêöèÿìè êàê x, òàê è ÷àñòîòû êîëåáàíèé zm. Êàê ôóíêöèè
êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé zm ðåøåíèÿ w1,2(x) ìîãóò èìåòü îñîáûå òî÷êè íà äåéñòâè-
òåëüíîé îñè zm. Ñàìè ïî ñåáå óðàâíåíèÿ (3.59) ñïðàâåäëèâû â îáëàñòè, ãäå âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî Imzm > 0. Èõ ðåøåíèÿ â îáëàñòè Imzm < 0 äîëæíû ïîëó÷àòüñÿ ïîäõî-
äÿùèì àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèé w1,2(x) èç âåðõíåé â íèæíþþ ïîëó-
ïëîñêîñòü êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé zm. Ïîñêîëüêó êîíêðåòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
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(3.59) îáû÷íî äîëæíû íàõîäèòüñÿ ÷èñëåííî, ïîëåçíî çàìåòèòü, ÷òî â àñèìïòîòè÷å-
ñêîé îáëàñòè x → ∞ ôóíêöèè w1,2 ëèíåéíî çàâèñÿò îò x. Â òàêîé îáëàñòè x ìû áóäåì
ïèñàòü

w1 = ax+ b, w2 = cx+ d, (3.62)

ãäå êîýôôèöèåíòû a, b, c, d ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ÷àñòîòû zm. Îíè óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ

D = bc− ad. (3.63)

×àñòíîå ðåøåíèå W (x) âû÷èñëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

W (0) = 0, W ′(0) = 0 (3.64)

è ìåòîäà âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ. Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ, ïðèâåäåííûå,
íàïðèìåð, â Ïðèëîæåíèè A, ïîçâîëÿþò çàïèñàòü

W (x) =
qw1(x)

D

∫ x

0

dx1
iR(x1)w2(x1)√

x1

− qw2(x)

D

∫ x

0

dx1
iR(x1)w1(x1)√

x1

. (3.65)

Ââèäó äîïóñòèìîñòè îïðåäåëåííîãî ïðîèçâîëà ïðè âûáîðå êîíêðåòíîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé îïðåäåëèì ôóíêöèþ w1(x) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿ-
ëèñü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

w1(0) = 0, w′
1(0) = 1. (3.66)

Òîãäà ñîãëàñíî (3.59) è (3.61) è Ïðèëîæåíèþ A ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè w2(x) ëîãàðèô-
ìè÷åñêè ðàñõîäèòñÿ â íóëå (w′

2(x → 0) ∼ ln(x)). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
â (3.58) áóäóò âûïîëíåíû, åñëè ìû ïîëîæèì â (3.60) C2 = 0 è C1 = w′(0) = w′

0. Ïîä-
ñòàâèâ ýòè çíà÷åíèÿ â (3.60), ïîëó÷àåì

w(x) = w′
0w1(x) +

q

D
w1 (x)

∫ x

0

dx1
iR(x1)w2 (x1)√

x1

(3.67)

− q

D
w2 (x)

∫ x

0

dx1
iR(x1)w1 (x1)√

x1

.

Âõîäÿùàÿ â ýòî âûðàæåíèå ïîñòîÿííàÿ w′
0 âû÷èñëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé ôîðìóëû (3.67)

ïîñëåäîâàòåëüíî â (3.56), (3.52) è â (3.58). Â ðåçóëüòàòå ïðîñòûõ âû÷èñëåíèé (Ïðè-
ëîæåíèå B) ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ

w′
0 =

1

ε(ω)D

[
ζ

(
x
dw2

dx
− w2

)
+ q

dw2

dx

]
∞

∫ ∞

0

dx1
iR(x1)w1 (x1)√

x1

(3.68)

− q

D

∫ ∞

0

dx1
iR(x1)w2 (x1)√

x1

.

Çäåñü

ε(ω) = 1−
∫ ∞

0

dx (ζx+ q)
e−x

xQ(x)
w1(x) (3.69)

=
ζ
q

[
x
dw1

dx
− w1(x)

]
∞
+

[
dw1

dx

]
∞

(3.70)
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� äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü, îïèñûâàþùàÿ êîëëåêòèâíóþ ðåàêöèþ äèïîëüíûõ
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà, à âûðàæåíèÿ [f(x)]∞ ïîíèìàþòñÿ êàê ïðåäåë ôóíêöèè
f(x) â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå:

[f(x)]∞ = lim
x→∞

f(x). (3.71)

Ïîäñòàâèâ (3.68) â (3.67), ìû ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ èñêîìîãî îá-
ùåãî ðåøåíèÿ

w(x) =

[
ζ

(
x
dw2

dx
− w2

)
+ q

dw2

dx

]
∞

w1(x)

ε(ω)D

∫ ∞

0

dx1
iR(x1)w1 (x1)√

x1

− w1(x)
q

D

∫ ∞

x

dx1
iR(x1)w2 (x1)√

x1

(3.72)

− q

D
w2 (x)

∫ x

0

dx1
iR(x1)w1 (x1)√

x1

.

Äàëüíåéøàÿ ïîäñòàíîâêà w(x) = xp(x) â ôîðìóëó (3.47) çàâåðøàåò âû÷èñëåíèÿ Ôó-
ðüå àìïëèòóä fm,n(u, x,ω), ó÷èòûâàþùèõ äåéñòâèÿ íà ÷àñòèöû ïó÷êà åãî ñàìîñîãëà-
ñîâàííûõ ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïîçâî-
ëÿåò âû÷èñëèòü çàâèñèìîñòè àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îò âðåìåíè:

fm,n(u, x, t) =

∫ ∞

−∞

dω
2π

e−iωtfm,n(u, x,ω), Imω > 0. (3.73)

Ýòè âûðàæåíèÿ ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ êàê íåïîñðåäñòâåííî äëÿ âû÷èñëåíèé ãàðìîíèê
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïó÷êà, òàê è äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ.

3.5. Âû÷èñëåíèå äèïîëüíîãî ìîìåíòà ïó÷êà

Îäíèì èç ïîëåçíûõ ïðèìåíåíèé ôîðìóë ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ÿâëÿþòñÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ äèïîëüíîãî ìîìåíòà ïó÷êà èëè åãî Ôóðüå àìïëèòóä. Ïîìèìî ïðî÷åãî, ýòè
âåëè÷èíû ìîãóò áûòü íåïîñðåäñòâåííî èçìåðåíû äàò÷èêàìè ïîïåðå÷íûõ ñìåùåíèé
ïó÷êà îò çàìêíóòîé îðáèòû (ò. í. ïèêàï ýëåêòðîäàìè). Ïî îïðåäåëåíèþ äèïîëüíîãî
ìîìåíòà ãîðèçîíòàëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà ïèøåì

dm,n(ω) =
∫ ∞

0

dx
√
x

∫ ∞

−∞
dufmn =

∫ ∞

0

dx
√
xX(x). (3.74)

Òåïåðü, çàìå÷àåì, ÷òî ñîãëàñíî ôîðìóëàì (3.74) è (3.58) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

ζdm,n(ω) = w′
0 − q

∫ ∞

0

dx
X(x)√

x
. (3.75)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (3.52):

q

∫ ∞

0

dx
X(x)√

x
= q

∫ ∞

0

dx√
x

(
iR(x) +

e−xw(x)√
xQ(x)

)
,
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ãäå

R(x) =

∫ ∞

−∞

dur(u, x)

Q(u, x)
,

� è âñïîìèíàÿ óðàâíåíèå (3.57):

d2w

dx2
= −q

iR(x)√
x

− qe−x

xQ(x)
w(x),

ïåðåïèøåì (3.75) â âèäå

ζdm,n(ω) = w′
0 +

∫ ∞

0

dx
d2w

dx2
=

[
dw

dx

]
∞
. (3.76)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (3.72). Äëÿ ýòîãî
ïèøåì

w′(x) =

[
ζ

(
x
dw2

dx
− w2

)
+ q

dw2

dx

]
∞

w′
1(x)

εD

∫ ∞

0

dx1
iR(x1)w1 (x1)√

x1

−w′
1(x)

q

D

∫ ∞

x

dx1
iR(x1)w2(x1)√

x1

− q

D
w′

2(x)

∫ x

0

dx1
iR(x1)w1(x1)√

x1

+
q

D

iR(x)√
x

(w′
1(x)w2(x)− w′

2(x)w1(x))

èëè, âñïîìèíàÿ, ÷òî w′
1(x)w2(x)− w′

2(x)w1(x) = −D,

w′(x) =

[
ζ

(
x
dw2

dx
− w2

)
+ q

dw2

dx

]
∞

w′
1(x)

εD

∫ ∞

0

dx1
iR(x1)w1 (x1)√

x1

−q
iR(x)√

x
− w′

1(x)
q

D

∫ ∞

x

dx1
iR(x1)w2 (x1)√

x1

− q

D
w′

2 (x)

∫ x

0

dx1
iR(x1)w1 (x1)√

x1

.

Èñïîëüçóÿ î÷åâèäíûå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ

lim
x→∞

R(x)√
x

= 0 (3.77)

è

lim
x→∞

[
w′

1(x)

∫ ∞

x

dx1
iR(x1)w2 (x1)√

x1

]
= 0, (3.78)

ïîëó÷àåì [
dw

dx

]
∞

=
S

D

∫ ∞

0

dx1
iR(x1)w1 (x1)√

x1

. (3.79)

Çäåñü

S =
1

ε

[
dw1

dx

]
∞

[
ζ

(
x
dw2

dx
− w2

)
+ q

dw2

dx

]
∞
− q

[
dw2

dx

]
∞
. (3.80)
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Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî âûðàæåíèå àñèìïòîòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé w1,2 èç ôîðìóë
(3.62)

w1 = ax+ b, w2 = cx+ d, D = − (ad− bc)

è èñïîëüçóÿ (3.70)

ε (ω) = a− ζb
q
,

íàõîäèì

S = q
−ζad+ qac

−bζ+ aq
− qc =

qDζ
qa− bζ

=
Dζ
ε
, (3.81)

èëè

dm,n(ω) =
1

ε

∫ ∞

0

dx
iR(x)w1 (x)√

x
(3.82)

=
1

ε(ω)

∫ ∞

0

dxw1 (x)√
x

∫ ∞

−∞
du

ir(u, x)

Q(u, x)
.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî Ôóðüå àìïëèòóäû äèïîëüíîãî ìîìåíòà ïó÷êà âû-
ðàæàþòñÿ òîëüêî ÷åðåç íåîñîáåííîå ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ðåøåíèå w1(x). Èñïîëüçóÿ
(3.82) è ôîðìóëó (2.73):

(δdm,n)
2
ω = lim

∆→0
2∆
⟨
δdm,n(ω+ i∆)δd∗m,n(ω+ i∆)

⟩
, (3.83)

ïîëó÷àåì òàêæå âûðàæåíèå äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ñòàöèîíàðíîãî øóìà äè-
ïîëüíîãî ìîìåíòà ïó÷êà, âû÷èñëåííîé ñ ó÷åòîì ñàìîñîãëàñîâàííûõ ïîëåé åãî ïðî-
ñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà

(dm,n)
2
ω =

2πN
|ε(ω)|2

∫ ∞

0

dx
e−x

x
|w1 (x,ω)|2

∫ ∞

−∞
duρ (u) δ [Q (u, x,ω)] . (3.84)

Íàïîìíèì, ÷òî ïëîòíîñòü òàêîãî øóìà ìîæåò äîñòèãàòü ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé
ëèøü â îáëàñòè, ãäå ïàðàìåòð ζ ðàñïîëàãàåòñÿ âíóòðè ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè
äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà.

3.6. Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû è óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè

Ôóíêöèÿ ε(ω) â óðàâíåíèÿõ (3.68), (3.69), (3.72) è (3.82) ÿâëÿåòñÿ äèýëåêòðè÷åñêîé
ïðîíèöàåìîñòüþ ãîðèçîíòàëüíûõ, äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà, âçàè-
ìîäåéñòâóþùåãî ñ ñîáñòâåííûìè íàâåäåííûìè ïîëÿìè, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ëîêà-
ëèçîâàííûì, øèðîêîïîëîñíûì èìïåäàíñîì Z⊥(ω). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ñîáñòâåí-
íûå ÷àñòîòû êîëëåêòèâíûõ ìîä ïó÷êà ∆ωm,n âû÷èñëÿþòñÿ ðåøåíèåì äèñïåðñèîííîãî
óðàâíåíèÿ

ε(ω) = 1−
∫ ∞

0

dx
(
ζ+

q

x

) e−xw1(x)

Q(x)
= 0, Imω > 0. (3.85)

Îíî ìîæåò áûòü íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëåíî, ïîëàãàÿ íóëåâûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
(r(u, x) = 0) â ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèÿõ ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ. Íàïðèìåð, âìå-
ñòî óðàâíåíèÿ (3.52) ïèøåì

X(x) =

√
xe−x

Q(x)
p(x). (3.86)
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Ýòî ïðåîáðàçóåò, íàïðèìåð, óðàâíåíèå (3.48) â îäíîðîäíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

p(x) = ζ
∫ ∞

0

dx1
x1e

−x1

Q(x1)
p(x1) +

q

x

∫ x

0

dx1
x1e

−x1

Q(x1)
p(x1) (3.87)

+ q

∫ ∞

x

dx1
e−x1

Q(x1)
p(x1).

Èñïîëüçóÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ðåøåíèÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ
äî ïðîèçâîëüíîãî ìíîæèòåëÿ, ìû íàéäåì äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå, ïîòðåáîâàâ, íà-
ïðèìåð, âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà p(0) = 1 èëè

1 =

∫ ∞

0

dx(ζx+ q)
e−x

Q(x)
p(x). (3.88)

Ïîñëå ýòîãî äâóêðàòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå îáåèõ ÷àñòåé â (3.87) ïðèâîäèò ê äèô-
ôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ ôóíêöèè p(x)

d

dx

(
x2 dp

dx

)
= −q

xe−x

Q(x)
p(x). (3.89)

Êàê è îæèäàëîñü, îíî ñîâïàäàåò ñ îäíîðîäíîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ (3.54). Ïîäñòàâèâ
ñþäà w(x) = xp(x), ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè w(x), êîòî-
ðîå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (3.59)

d2w

dx2
= −q

e−x

xQ(x)
w(x). (3.90)

Óñëîâèå íîðìèðîâêè p(0) = 1 áóäåò âûïîëíåíî, åñëè ýòî óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ ñ ãðà-
íè÷íûìè óñëîâèÿìè w(0) = 0 è w′(0) = 1. Ïîýòîìó íàéäåííàÿ â òàêèõ âû÷èñëåíèÿõ
ôóíêöèÿ w(x) ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.59) êîòîðîå
ìû îáîçíà÷àëè ïîñðåäñòâîì w1(x). Ïîäñòàâèâ â (3.88) p(x) = w1(x)/x, ïðèõîäèì ê
äèñïåðñèîííîìó óðàâíåíèþ, çàïèñàííîìó â (3.85).

Íàïîìíèì, ÷òî ïðè çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ è ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
Imzm > 0, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.90) ìîæíî íàéòè äëÿ ëþáîãî ïðîèçâîëüíî çàäàííîãî
êîìïëåêñíîãî çíà÷åíèÿ zm. Ïðè ýòîì, îäíàêî, ôóíêöèÿ w(x)/x áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü
îäíîìó èç ðåøåíèé îäíîðîäíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.87) òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà êîìïëåêñíîå ÷èñëî zm ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êîðíåé äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ
(3.85) (èëè óðàâíåíèÿ (3.88)).

Ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (3.69) è (3.70) äëÿ ðåøåíèÿ äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ
(3.85) òðåáóåòñÿ çíàíèå ôóíêöèè w1(x) ëèøü â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå:

ζ

[
x
dw1

dx
− w1(x)

]
∞
+ q

[
dw1

dx

]
∞

= 0. (3.91)

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò è âîîáùå ïîâûøàåò äîñòèæèìóþ òî÷-
íîñòü âû÷èñëåíèé ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò zm è ãðàíèö îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äèïîëüíûõ
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà ñ ñèëüíûì ïðîñòðàíñòâåííûì çàðÿäîì.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè ñóùåñòâåííîì îñëàáëåíèè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïîëåé ïó÷-
êà (q → 0) íåîñîáåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.90) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå w(x) = x.
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Â òàêîì ñëó÷àå ïðåäåëîì äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (3.85) ïðè (q → 0) ÿâëÿåòñÿ
äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå, çàïèñàííîå äëÿ ãîðèçîíòàëüíûõ, äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé ïó÷êà ñ íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà:

1 = ζ
∫ ∞

0

dxxe−x

∫ ∞

−∞

duρ(u)
zm − χpu− χIx

, Imzm > 0. (3.92)

3.6.1. Õðîìàòè÷åñêèå ðàçáðîñû ÷àñòîò

Ïåðåéäåì ê ñðàâíåíèþ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ â ðàìêàõ ìîäåëè ñ ñàìîñîãëàñîâàí-
íûìè âû÷èñëåíèÿìè ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà è ìîäåëè êâàçèæåñòêîãî
ïó÷êà. Äëÿ ïðîñòîòû ìû áóäåì âû÷èñëÿòü ãðàíèöû îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè ãîðèçîí-
òàëüíûõ äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Ñíà÷àëà ìû, äëÿ ïðîñòîòû, ïîëîæèì
ac = 0, à ðàñïðåäåëåíèå èìïóëüñîâ â ïó÷êå âûáåðåì ãàóññîâûì:

ρ(u) =
e−u2/2

√
2π

. (3.93)

Â òàêîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (3.53) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (g > 0 è χp = 1, χI = 0)

1

Q(x)
=

1√
2π

∫ ∞

−∞

exp (−u2/2)

zm − u+ q(1− e−x)/x
du, Imzm > 0

èëè (íàïðèìåð, â [14])

1

Q(x)
= −i

√
2πe−z21 + i

√
π
2
e−z21erfc (iz1) , z1 =

zm√
2
+ q

1− e−x

√
2x

, (3.94)

ãäå erfc(z) � ôóíêöèÿ äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë âåðîÿòíîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåí-
íîé z. Ýòà ôîðìóëà âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì çíàêå ïàðàìåòðà Imzm. Ïîëîæåíèå ãðà-
íèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ζ âû÷èñëÿåòñÿ ñî-
ãëàñíî óðàâíåíèþ (3.91):

ζ = −q

[
dw1

dx

]
∞[

x
dw1

dx
− w1(x)

]
∞

, (3.95)

â êîòîðîì ïåðåìåííàÿ zm èçìåíÿåòñÿ âäîëü äåéñòâèòåëüíîé îñè. Âõîäÿùèå â ýòî
óðàâíåíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè w1(x) è åå ïðîèçâîäíîé ïî x íàõîäÿòñÿ ÷èñëåííûì ðå-
øåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.90) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè w1(0) = 0
è w′

1(0) = 1. Ðåçóëüòàòû òàêèõ âû÷èñëåíèé, ó÷èòûâàþùèå ñàìîñîãëàñîâàííûå ïîëÿ
ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà (ðèñ. 10), ïîäòâåðæäàþò îáùèé õàðàêòåð èçìåíå-
íèé ãðàíèö îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà ñ óñèëåíèåì ïîëåé
åãî ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà. Óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà q ñîïðîâîæäàåòñÿ ñäâèãîì ãðà-
íèö îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè âëåâî è îòêëîíåíèåì ôîðì ãðàíèö îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè
îò ñèììåòðè÷íûõ, êîëîêîëîîáðàçíûõ êðèâûõ. Îòìåòèì åùå, ÷òî ýòè èçìåíåíèÿ ñî-
ïðîâîæäàþòñÿ óìåíüøåíèåì âûñîòû ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè (ðèñ. 10), ÷òî
óêàçûâàåò íà óìåíüøåíèå âåëè÷èí äåêðåìåíòîâ çàòóõàíèÿ Ëàíäàó êîãåðåíòíûõ êî-
ëåáàíèé ïðè óñèëåíèè ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà.
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Ðèñ. 10. Ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ãîðèçîíòàëüíûõ, äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé

èç-çà õðîìàòè÷åñêîãî ðàçáðîñà ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö. Êîëåáàíèÿ óñòîé÷è-

âû íèæå ãðàíè÷íîé êðèâîé, ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå èìïóëüñîâ â ïó÷êå, ñïðàâà íàëåâî q = 0,
1, 5, 10 and 20; mx = 1, ac = 0

Ñðàâíåíèå ãðàôèêîâ íà ðèñ. 10 ñ èõ àíàëîãàìè èç ïðåäûäóùåé ãëàâû ïîçâîëÿ-
åò âèäåòü è ÿâíûå îòëè÷èÿ èõ ôîðì. Áîëåå âíèìàòåëüíîå èçó÷åíèå ðèñ. 11 è ðèñ.
12 ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü, ÷òî ïðåäñêàçàíèÿ, ó÷èòûâàþùèå ñàìîñîãëàñîâàííûå ïîëÿ
ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà, ñîîòâåòñòâóþò áîëåå áûñòðîìó çàòóõàíèþ Ëàíäàó âáëèçè
âåðøèíû ãðàíè÷íîé êðèâîé è íåñêîëüêî ìåíüøèì øèðèíàì îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè
âäîëü îñè Reζ. Ïóíêòèðíûå ëèíèè íà ýòèõ ðèñóíêàõ âû÷èñëÿëèñü, èñïîëüçóÿ (3.94)
è äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå ìîäåëè êâàçèæåñòêîãî ïó÷êà:

1−
∫ ∞

0

dx

(
ζ+ q

1− e−x

x

)
xe−x

Q(x)
= 0, Imω > 0. (3.96)

3.6.2. Êóáè÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòü ôîêóñèðîâêè

Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, â êîòîðîé ðàçáðîñ èìïóëüñîâ â ïó÷êå
íàñòîëüêî ìàë, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå |χp| ≪ |χI | è ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ðàçáðîñ ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö öåëèêîì îïðåäåëÿåòñÿ îêòóïîëüíîé
êîìïîíåíòîé ôîêóñèðóþùèõ ïîëåé δω ≃ |ac| I0. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïèøåì

Q(x) = zm − χx+ q
1− e−x

x
+ i∆, (3.97)

ãäå χ = ±1, à ∆ � áåñêîíå÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îá-
ëàñòü, â êîòîðîé χ = 1 è ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî çíà÷åíèÿ zm ðåçîíàíñ-
íîå óñëîâèå Ëàíäàó

zm − χx+ q
1− e−x

x
= 0 (3.98)
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Ðèñ. 11. Ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ãîðèçîíòàëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé èç-çà õðî-

ìàòè÷åñêîãî ðàçáðîñà ÷àñòîò. Êîëåáàíèÿ óñòîé÷èâû íèæå ãðàíè÷íûõ êðèâûõ, ãàóññîâî ðàñ-

ïðåäåëåíèå èìïóëüñîâ â ïó÷êå, q = 5, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ñàìîñîãëàñîâàííûé ðàñ÷åò, ïóíê-

òèðíàÿ � ïðåäñêàçàíèÿ ìîäåëè êâàçèæåñòêîãî ïó÷êà; mx = 1, ac = 0

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ åäèíñòâåííîãî çíà÷åíèÿ x. Ïîäñòàâëÿÿ (3.97) â (3.90), ðåøàÿ ýòî
óðàâíåíèå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè w(0) = 0 è w′(0) = 1, à òàêæå èñïîëüçóÿ óðàâ-
íåíèå (3.95), íàõîäèì ïîëîæåíèå ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ñ ó÷åòîì ñàìîñî-
ãëàñîâàííîñòè ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà (ñïëîøíûå ëèíèè íà ðèñ. 13).
Ñðàâíèâàÿ íà ýòîì ðèñóíêå ïîâåäåíèÿ ñïëîøíûõ è ïóíêòèðíûõ ëèíèé, íàõîäèì,
÷òî ïðåäñêàçàíèÿ ìîäåëè ñ ñàìîñîãëàñîâàííûìè ïîëÿìè ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà
è ìîäåëè êâàçèæåñòêîãî ïó÷êà ñîãëàñóþòñÿ òîëüêî â îïèñàíèè îáùèõ èçìåíåíèé
ãðàíè÷íûõ êðèâûõ. Îáå ìîäåëè ïðåäñêàçûâàþò óâåëè÷åíèå ñäâèãà ãðàíèöû âëåâî è
óøèðåíèå îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè ñ óâåëè÷åíèåì êóëîíîâñêîãî ñäâèãà ÷àñòîòû ïó÷-
êà (q). Îäíàêî øèðèíû è âûñîòû îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé,
âû÷èñëåííûå â ìîäåëè êâàçèæåñòêîãî ïó÷êà ìîãóò ñóùåñòâåííî ïðåâûøàòü òå, ÷òî
ïîëó÷åíû â ìîäåëè ñ ñàìîñîãëàñîâàííûìè ïîëÿìè ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà.

Áîëåå ñèëüíûå îòëè÷èÿ îò ïðåäñêàçàíèé ìîäåëè êâàçèæåñòêîãî ïó÷êà îáíàðóæè-
âàþòñÿ â îáëàñòè, ãäå êóáè÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòü ôîêóñèðîâêè ïðèâîäèò ê óìåíüøå-
íèþ ñäâèãîâ ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö (χ = −1). Â ýòîé îáëàñòè ïàðà-
ìåòðîâ ñîâìåñòíîå äåéñòâèå êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè ôîêóñèðîâêè è íåëèíåéíîñòåé
ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñäâèã ÷àñòîòû íåêîãå-
ðåíòíûõ ãîðèçîíòàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ìîæåò äîñòèãàòü ìàêñèìóìà ïðè
íåêîòîðîì çíà÷åíèè àìïëèòóäû êîëåáàíèé ÷àñòèöû (ðèñ. 4). Ïîëîæåíèå òî÷êè ìàê-
ñèìóìà ñäâèãà ÷àñòîòû ∆ωx(x) óñòàíàâëèâàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ[

d

dx

(
x+ q

1− e−x

x

)]
x=x0

= 1 +
qe−x0 − q 1−e−x0

x0

x0

= 0. (3.99)
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Ðèñ. 12. Òî æå, ÷òî è íà ðèñ. 11, íî q = 20

Â íåÿâíîé ôîðìå êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ x0 îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

q =
x2
0

1− e−x0 − x0e−x0
= 2 +

4

3
x0 +

7

18
x2
0 +O

(
x3
0

)
. (3.100)

Ýòî âûðàæåíèå ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü, ÷òî ìàêñèìóìû ∆ωx(x) ïîÿâëÿþòñÿ ëèøü â
îáëàñòÿõ, ãäå q ≥ 2 è ãäå êðèâàÿ x0(q) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ôóíê-
öèåé ïåðåìåííîé q (ðèñ. 14). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïó÷êîâ ñ ìàëûìè ïîëÿìè ïðî-
ñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà q ≤ 2 ðåçîíàíñíîå óñëîâèå Ëàíäàó (3.98) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
åäèíñòâåííûõ çíà÷åíèé x. Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå (q > 2) íà êðèâîé ∆ωx(x) ïî-
ÿâëÿåòñÿ îáëàñòü, â êîòîðîé ðåçîíàíñíîå óñëîâèå (3.98) âûïîëíÿåòñÿ â äâóõ òî÷êàõ x
(íà ðèñ. 4 ýòî ñåãìåíò ABC). Íàïîìíèì, ÷òî èìåííî â ýòîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ìî-
äåëü êâàçèæåñòêîãî ïó÷êà ïðåäñêàçûâàëà ýôôåêò àíòèçàòóõàíèÿ Ëàíäàó äèïîëüíûõ
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé äëÿ ïó÷êà ñ ñèëüíûì ïðîñòðàíñòâåííûì çàðÿäîì.

Â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, ãäå âûïîëíåíû óñëîâèÿ χ = −1, à q > 2, âû÷èñëåíèÿ ãðà-
íèö îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ζ(zm) ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (3.95), â êîòîðîì ïåðåìåííàÿ
zm èçìåíÿåòñÿ ïàðàëëåëüíî åå äåéñòâèòåëüíîé îñè, ïðèâîäÿò ê áîëåå ñëîæíûì êðè-
âûì, ÷åì òå, êîòîðûå íàì óæå âñòðå÷àëèñü â ïîäîáíûõ çàäà÷àõ (íàïðèìåð, ðèñ. 15).
Âî-ïåðâûõ, âñå òàêèå ëèíèè öåëèêîì ðàñïîëîæåíû â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè êîì-
ïëåêñíîé ïåðåìåííîé ζ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè âåëè÷èíû Imzm âû-
÷èñëåíèÿ ñ ñàìîñîãëàñîâàííûìè ïîëÿìè ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ôîðìàëüíî ïðåä-
ñêàçûâàþò ñïåêòðû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé áåç àíòèçàòóõàíèÿ Ëàíäàó. Âî-âòîðûõ,
íàïðèìåð, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 15 è àíàëîãè÷íûå êðèâûå èìåþò ïî êðàéíåé ìåðå
îäíó òî÷êó ñàìîïåðåñå÷åíèÿ (íà ðèñ. 15 ýòî òî÷êè B è B′). Ïîýòîìó åñëè ζ ïîïà-
äàåò â òàêóþ òî÷êó, òî ó äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (3.85) ïîÿâëÿþòñÿ äâà êîðíÿ,
íàïðèìåð, z(1)m è z

(2)
m , ñ îäíèì è òåì æå çíà÷åíèåì Imz

(1,2)
m = ∆, íî ñ îòëè÷àþùèìèñÿ

çíà÷åíèÿìè Rezm. Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ òî÷åê, íàïðèìåð, íà êðèâîé ABDBC íà ýòîì
ðèñóíêå äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûå êîðíè zm + i∆, äåéñòâèòåëü-
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Ðèñ. 13. Ãðàíèöû îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè äèïîëüíûõ, ãîðèçîíòàëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáà-

íèé. Êîëåáàíèÿ óñòîé÷èâû ïîä ãðàíè÷íîé êðèâîé. Ñïëîøíûå ëèíèè � ñàìîñîãëàñîâàííûå

ïîëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà, îêðóæíîñòè è ïóíêòèð � ìîäåëü êâàçèæåñòêîãî ïó÷êà; ñëå-

âà íàïðàâî q = 0.1, 5, 10, 20; χ = 1, mx = 1, ∆ = 0.001

íûå ÷àñòè êîòîðûõ èçìåíÿþòñÿ ñ èçìåíåíèåì ïàðàìåòðà ζ. ×èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ
ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ èñïîëüçóåìîé ìîäåëè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ íà êðèâûõ ζ(zm) ïðîïà-
äàþò òîëüêî â îáëàñòè, ãäå q ≥ 370 (Imzm = 10−8), èëè â îáëàñòè, ãäå q < 0.1. Ýòî
êà÷åñòâåííî ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðåäñêàçàíèÿìè ìîäåëè êâàçèæåñòêîãî ïó÷êà, â êîòîðîé
ÿâëåíèå àíòèçàòóõàíèÿ Ëàíäàó êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïîÿâëÿëîñü â îãðàíè÷åííîé
îáëàñòè ïàðàìåòðà q.

Âíóòðè îáëàñòåé ïàðàìåòðà q, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîÿâëåíèþ ñàìîïåðåñå÷åíèé êðè-
âûõ ζ(zm), ìîæíî ÷èñëåííî íàéòè îáëàñòè ζ, â êîòîðûõ ìíèìûå ÷àñòè êîðíåé äèñïåð-
ñèîííîãî óðàâíåíèÿ îêàçûâàþòñÿ ìåíüøå çàäàííîãî çíà÷åíèÿ. Íàïðèìåð, ñðàâíåíèå
íà ðèñ. 15 õîäà ñïëîøíîé è ïóíêòèðíîé ëèíèé óêàçûâàåò íà òî, ÷òî îáëàñòè ïîä
ñïëîøíîé êðèâîé ABC, à òàêæå îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ïåòëåé BDB, ñîäåðæàò ëèøü
êîðíè äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ ñ Imzm ≤ 0.1. Ïðè ýòîì óìåíüøåíèå ïàðàìåòðà ∆
ñìåùàåò ïîëîæåíèå òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ â ñòîðîíó ìåíüøèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà
Imζ. Ïîñëå òàêîãî ñìåùåíèÿ âûñîòà îáëàñòè ABC òàêæå óìåíüøàåòñÿ. Íàïðèìåð,
óìåíüøåíèå ∆ â äåñÿòü ðàç ñóæàåò îáëàñòü ABC â îáëàñòü A′B′C′ (íà ðèñ. 15 ïîêà-
çàíà ëèøü ìàëàÿ ÷àñòü ýòîé îáëàñòè). Â ïðåäåëå Imzm → 0, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò
îáû÷íîìó îïðåäåëåíèþ ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, ñåãìåíò ABC ñòðåìèòñÿ ê
äåéñòâèòåëüíîé îñè ζ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, õîòÿ âû÷èñëåíèÿ ñ ñàìîñîãëàñîâàííûìè ïî-
ëÿìè ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà è íå ïðåäñêàçûâàþò ïðÿìîãî àíòèçàòóõàíèÿ
Ëàíäàó êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé, êîòîðîå ïîÿâëÿëîñü â ìîäåëè êâàçèæåñòêîãî ïó÷êà,
îíè ïðåäñêàçûâàþò íóëåâûå çíà÷åíèÿ äëÿ äåêðåìåíòîâ çàòóõàíèÿ Ëàíäàó èíòåíñèâ-
íûõ èîííûõ ïó÷êîâ â îáëàñòè χ = −1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì óðàâíåíèå ãðàíèöû
îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Imζ = 0.
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Ðèñ. 14. Çàâèñèìîñòü ïîëîæåíèÿ ìàêñèìóìà x0 ñäâèãà ÷àñòîòû ãîðèçîíòàëüíûõ áåòàòðîí-

íûõ êîëåáàíèé ∆ωx(x) îò q, χ = −1

Áîëåå ïîäðîáíîå èçó÷åíèå ýòîãî ÿâëåíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êðè-
âûõ ζ(zm + i∆) ïîÿâëÿþòñÿ ïðè èçìåíåíèè zm â íåðåçîíàíñíîé îáëàñòè ÷àñòîò zm, â
êîòîðîé äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x âûïîëíåíî óñëîâèå (ñì. òàêæå ðèñ. 16)

Q(zm, x) = zm + x+ q
1− e−x

x
> 0. (3.101)

Íàïðèìåð, äëÿ ïóíêòèðíîé êðèâîé íà ðèñ. 15 ýòî òî÷êè ñåãìåíòà DEFB′C′. Â ýòîé
îáëàñòè âçàèìîäåéñòâèå êîãåðåíòíûõ è íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé èîíîâ íå ÿâëÿåòñÿ
ðåçîíàíñíûì è íå ïðèâîäèò ê çàòóõàíèþ Ëàíäàó. Äëÿ ïó÷êà ñ î÷åíü ñëàáûìè ïîëÿìè
ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà â òàêîé îáëàñòè óðàâíåíèå ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè
ñîâïàäàåò ñ Imζ(zm) = 0, à âåëè÷èíà Reζ(zm) ìîíîòîííî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì
ïàðàìåòðà zm. Ïîýòîìó îáëàñòè ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ζ, ñîäåðæàùèå
óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ, íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Ýòî ñâîéñòâî ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ìîæåò íàðóøàòüñÿ äëÿ ïó÷êà ñ ñèëü-
íûìè, ñàìîñîãëàñîâàííûìè ïîëÿìè ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà. Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ
(3.90) äåéñòâèå ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà âûçûâàåò èçìåíåíèÿ àìïëèòóä è ôàç
äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà ïðè èçìåíåíèè àìïëèòóä íåêîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé ÷àñòèö. Â îáëàñòè, îïðåäåëåííîé íåðàâåíñòâîì (3.101), òàêèå èçìåíåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ îñöèëëÿòîðíûìè. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (3.85), çàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ ãðà-
íèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè â ñëåäóþùåì âèäå:

ζ =
1− q

∫ ∞

0

dx
e−xw1(x)

xQ(zm, x)∫ ∞

0

dx
e−xw1(x)

Q(zm, x)

. (3.102)
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Ðèñ. 15. Ê îïðåäåëåíèþ ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ãîðèçîíòàëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëå-

áàíèé. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ∆ = 0.1, ïóíêòèðíàÿ � ∆ = 0.01; q = 8, χ = −1, mx = 1

Â îáëàñòè, îïðåäåëÿåìîé íåðàâåíñòâîì (3.101), ôóíêöèè w1 è Q(zm, x) ÿâëÿþòñÿ äåé-
ñòâèòåëüíûìè. Ïîýòîìó Imζ â (3.102) îáðàùàåòñÿ â íóëü àâòîìàòè÷åñêè. Òåïåðü çà-
ìåòèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè zm = zm0 îñöèëëÿöèè w1 ìîãóò îáðàòèòü â íóëü
ôàêòîð: ∫ ∞

0

dx
e−xw1(x)

Q(zm0, x)
. (3.103)

Åñëè ýòî íå ñîïðîâîæäàåòñÿ îäíîâðåìåííûì îáðàùåíèåì â íóëü ôàêòîðà

1− q

∫ ∞

0

dx
e−xw1(x)

xQ(zm0, x)
, (3.104)

òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè zm0 ôóíêöèÿ Reζ(zm) îêàçûâàåòñÿ áûñòðîèçìåíÿþùåéñÿ ïî
âåëè÷èíå è ïî çíàêó. Ýòî ïðèâîäèò ê ñàìîïåðåñå÷åíèÿì êðèâîé ζ(zm) ïðè ïðîõîæäå-
íèè ïàðàìåòðîì zm îêðåñòíîñòè òî÷êè zm0.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîÿâëåíèå ñàìîïåðåñå÷åíèé ãðàíèö îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ìàêñèìóìîâ ó ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòîò êîëåáàíèé â ïó÷êå. Ïðè÷èíîé ôîðìèðîâàíèÿ òàêîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ÷àñòîò ìîæåò ñòàòü ìíîãîïîòîêîâîñòü íåóñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
èç-çà ìíîæåñòâåííîñòè êîðíåé ðåçîíàíñíîãî óñëîâèÿ Ëàíäàó (ðèñ. 16). Íàïîìíèì,
÷òî àíàëîãè÷íûå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèö îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ â
çàäà÷å îá èçó÷åíèè óñòîé÷èâîñòè ïðîäîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé íåïðåðûâíî-
ãî ïó÷êà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ øèðîêîïîëîñíûì èìïåäàíñîì âáëèçè êðèòè÷åñêîé
ýíåðãèè íàêîïèòåëÿ.
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Ðèñ. 16. Ïðèìåð çàâèñèìîñòè ôàêòîðà Q(zm, x) îò x â íåðåçîíàíñíîé îáëàñòè; zm = 5,

χ = −1, mx = 1
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Ãëàâà 4

Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Äëÿ íåðåçîíàíñíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé íåïðå-
ðûâíîãî ïó÷êà ñ îêðóæàþùèìè åãî ýëåêòðîäàìè ìû èçó÷èëè âëèÿíèå ïîëåé ïðî-
ñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà íà ôîðìû ãðàíèö îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé è
íà ôîðìû ñïåêòðîâ øóìà ïó÷êà. Ýòè ôîðìû ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò ðàñïðåäåëåíèÿ
÷àñòîò â ïó÷êå è, â ÷àñòíîñòè, îò âåëè÷èí ðàçáðîñîâ ÷àñòîò íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
â ïó÷êå. Ðåçóëüòàòû òàêèõ èññëåäîâàíèé îêàçûâàþòñÿ ÷óâñòâèòåëüíûìè ê îñîáåííî-
ñòÿì ìîäåëåé, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé. Íàïðèìåð, ñèëû
ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà íå âëèÿþò íà äèïîëüíûå êîãåðåíòíûå êîëå-
áàíèÿ ïó÷êà, åñëè ðàçáðîñû ÷àñòîò â íåì, âû÷èñëåííûå â ïðåíåáðåæåíèè âêëàäàìè
ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà, ðàâíû íóëþ. Áåç îêòóïîëüíûõ ïîëåé íà çà-
ìêíóòîé îðáèòå (ac = bc = 0) ïîëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà íå èçìåíÿþò
äèàãðàììó óñòîé÷èâîñòè åãî äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïðè óñëîâèè, ÷òî
ðàñïðåäåëåíèå èìïóëüñîâ â ïó÷êå ëîðåíöåâî. Ýòè îáñòîÿòåëüñòâà ñëåäóåò ó÷èòûâàòü
ïðè âûáîðå ìîäåëè îïèñàíèÿ ïó÷êà.

4.1. Êîëåáàíèÿ â ìîäåëè êâàçèæåñòêîãî ïó÷êà

Îäèí èç ñïîñîáîâ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà
îñíîâàí íà ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî ïðè îïèñàíèè äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëå-
áàíèé ïîëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà îïðåäåëÿþòñÿ òåìè æå ôîðìóëàìè, êîòîðûå
ïîëó÷àþòñÿ ïðè æåñòêîì ðàñïðåäåëåíèè ÷àñòèö â ïó÷êå. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ñóùå-
ñòâåííî óïðîùàåò âû÷èñëåíèÿ äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé äèïîëüíûõ êîëåáàíèé, íî,
ñòðîãî ãîâîðÿ, íàðóøàåò ñàìîñîãëàñîâàííîñòü âû÷èñëåíèé ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî
çàðÿäà. Â íàøèõ ðàñ÷åòàõ ìû òàêæå èãíîðèðîâàëè âêëàäû â ïîëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî
çàðÿäà çàðÿäîâ èçîáðàæåíèé ïó÷êà â ñòåíêàõ âàêóóìíîé êàìåðû. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå
ñïðàâåäëèâî ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîïåðå÷íûå ðàçìåðû ïó÷êà ñóùåñòâåííî ìåíüøå
ïîïåðå÷íûõ ðàññòîÿíèé îò ïó÷êà äî ñòåíîê.

Ïîëîæåíèÿ è ôîðìû ãðàíèö îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äèïîëüíûõ êîëåáàíèé îòðàæà-
þò èçìåíåíèÿ â èõ çàòóõàíèè Ëàíäàó è ïîðîãîâ íåóñòîé÷èâîñòåé ñ èçìåíåíèåì âåëè-
÷èíû êîãåðåíòíîãî ñäâèãà ÷àñòîòû ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ïó÷êà Ωm,n. Ìàêñèìàëüíûå
çíà÷åíèÿ äåêðåìåíòîâ çàòóõàíèÿ Ëàíäàó îïðåäåëÿþòñÿ ðàçáðîñàìè ÷àñòîò ïó÷êà çà
ñ÷åò õðîìàòè÷íîñòè ôîêóñèðîâêè è íåëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé ôîêóñèðóþùèõ ïîëåé
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êîëüöà îò ïîïåðå÷íûõ êîîðäèíàò ÷àñòèö. Ïðè ýòîì óñèëåíèå ïîëåé ïðîñòðàíñòâåí-
íîãî çàðÿäà ìîæåò ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü äåêðåìåíòû çàòóõàíèÿ Ëàíäàó. Ïîìèìî
ýòîãî, ïîëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà èíòåíñèâíîãî ïó÷êà ìîãóò ïåðåðàñïðåäåëÿòü
çàòóõàíèå Ëàíäàó íà îáëàñòè Ωm,n, â êîòîðûõ äèïîëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ
ïó÷êîâ ñ ìàëûìè çíà÷åíèÿìè ∆νL áûëè áû íåóñòîé÷èâûìè.

Ñîâìåñòíîå äåéñòâèå íà ÷àñòèöû êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè ôîêóñèðîâêè êîëüöà
è íåëèíåéíîñòåé ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ìîæåò ïðèâîäèòü ê íåìîíîòîí-
íûì çàâèñèìîñòÿì ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé îò àìïëèòóä êîëåáàíèé ÷àñòèö.
Åñëè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïó÷êà ïî àìïëèòóäàì áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÿâëÿþò-
ñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè Ix è Iy, òî òàêèå íåìîíîòîííûå çàâèñèìîñòè ÷àñòîò îò Ix
è Iy ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö â ïó÷êå. Íàïðèìåð, ìîæåò îêàçàòü-
ñÿ ÷òî êîëåáàíèÿì ÷àñòèö ñ äâóìÿ îòëè÷àþùèìèñÿ àìïëèòóäàìè â ñïåêòðå ïó÷êà
ñîîòâåòñòâóåò îäíî çíà÷åíèå ÷àñòîòû êîëåáàíèé. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü îáû÷íîìó
ñëó÷àþ, â ìîäåëè êâàçèæåñòêîãî ïó÷êà òàêîå ñîâïàäåíèå ïðèâîäèò ê àíòèçàòóõàíèþ
Ëàíäàó êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà ñ ñèëüíûì ïðîñòðàíñòâåííûì çàðÿäîì. Ýòà
îñîáåííîñòü ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äèïîëüíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà ñ ïëîñêèì
è êðóãëûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì. Ïðè çàäàííîé âåëè÷èíå ïîïåðå÷íîãî èìïåäàíñà
âàêóóìíîé êàìåðû íàêîïèòåëÿ íåæåëàòåëüíîñòü òàêèõ èçìåíåíèé ãðàíèöû îáëàñòè
óñòîé÷èâîñòè ìîæåò óñòàíàâëèâàòü ïðåäåë íà äîñòèæèìîå çíà÷åíèå êóëîíîâñêîãî
ñäâèãà ÷àñòîòû èîííîãî ïó÷êà. Íàïðèìåð, òàêîé ïðåäåë ìîæåò äîñòèãàòüñÿ â íàêî-
ïèòåëÿõ ñ ýëåêòðîííûì îõëàæäåíèåì èîíîâ.

Îäíîé èç ïðè÷èí ïîÿâëåíèÿ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà èîíîâ ìîæåò ñëóæèòü
äåéñòâèå íà ïó÷îê ñëó÷àéíûõ òîë÷êîâ èëè òåïëîâîå äâèæåíèå ÷àñòèö ïó÷êà. Àìïëè-
òóäû è ôàçû òàêèõ êîëåáàíèé ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, à ñîîòâåòñòâóþùèå
ñèãíàëû, íàáëþäàåìûå, íàïðèìåð, ïèêàï-ýëåêòðîäàìè, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé øóì èëè
ôëóêòóàöèîííûé ôîí ïó÷êà. Âëèÿÿ íà êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ, ïîëÿ ïðîñòðàíñòâåí-
íîãî çàðÿäà èçìåíÿþò ñïåêòðû øóìà äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ ôëóêòóàöèé ïó÷êà.
Íàáëþäàåìûå â òàêèõ èçìåðåíèÿõ èçìåíåíèÿ ñïåêòðîâ çàâèñÿò îò âåëè÷èíû êóëî-
íîâñêîãî ñäâèãà ÷àñòîòû ïó÷êà è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïðÿìîãî èçìåðåíèÿ
âåëè÷èíû ∆νL. Ôîðìû è îñîáåííîñòè ñïåêòðîâ øóìà ïó÷êà çàâèñÿò îò ðàññòîÿíèÿ
Ωm,n äî ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé. Ïðè çàäàííîì ÷èñëå ÷àñòèö â
ïó÷êå îíî ìîæåò ðåãóëèðîâàòüñÿ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû îõëàæäåíèÿ ïó÷êà èëè
ïîäõîäÿùåé ñèñòåìû îáðàòíîé ñâÿçè, äåìïôèðóþùåé íåóñòîé÷èâûå ìîäû.

Óâåëè÷åíèå øóìîâûõ ñèãíàëîâ ïó÷êà âáëèçè ïîðîãîâ íåóñòîé÷èâîñòè êîãåðåíò-
íûõ êîëåáàíèé ìîæåò óñèëèâàòü äèôôóçèþ ÷àñòèö ïó÷êà íà åãî êîãåðåíòíûõ ôëóê-
òóàöèÿõ (íàïðèìåð, â [3]). Ñðåäè ïðî÷åãî, ýòî ìîæåò ïðèâîäèòü ê äîïîëíèòåëüíîìó
íàãðåâó ïó÷êà èîíîâ è ê ñîîòâåòñòâóþùåìó óâåëè÷åíèþ åãî ïîïåðå÷íûõ ðàçìåðîâ
ïðè îõëàæäåíèè ïó÷êà.

4.2. Ðåøåíèÿ ñ ñàìîñîãëàñîâàííûìè ïîëÿìè

ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà

Ââèäó ñëîæíîñòè çàäà÷è îá ó÷åòå âëèÿíèÿ ñàìîñîãëàñîâàííîñòè ïîëåé ïðîñòðàí-
ñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà íà îñîáåííîñòè åãî äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé, åå
ðåøåíèÿ èçó÷àëèñü â ïîñîáèè â ðàìêàõ ñïåöèàëüíîé ìîäåëè. Â ýòîé ìîäåëè âû÷èñ-
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ëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ äëÿ ãîðèçîíòàëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà èîíîâ, ïîïå-
ðå÷íîå ñå÷åíèå êîòîðîãî â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå íåâîçìóùåííûõ áåòàòðîííûõ êîëå-
áàíèé ÷àñòèö ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëåíòó, âûòÿíóòóþ â ãîðèçîíòàëüíîì è â ïðîäîëü-
íîì íàïðàâëåíèÿõ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñðàâíèâàëèñü ñ ïðåäñêàçàíèÿìè ìîäåëè
êâàçèæåñòêîãî ïó÷êà. Áûëî íàéäåíî, ÷òî ïðåäñêàçàíèÿ îáåèõ ìîäåëåé ñîâïàäàþò â
òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èîíîâ ïî àìïëèòóäàì ãîðèçîíòàëüíûõ
êîëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé Ix èëè êîãäà íà îðáèòå îòñóòñòâóþò îê-
òóïîëüíûå ïîëÿ, à ðàñïðåäåëåíèå èìïóëüñîâ â ïó÷êå ÿâëÿåòñÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêèì
èëè çàäàåòñÿ ëîðåíöåâûì ðàñïðåäåëåíèåì.

Äëÿ íåïðåðûâíûõ ïó÷êîâ ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïî Ix èíòåãðàëü-
íûå óðàâíåíèÿ äëÿ ãàðìîíèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ óäàåòñÿ ïðåîáðàçîâàòü â äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Äëÿ çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòî îäíîðîäíîå, à äëÿ
çàäà÷ î ðàçâèòèè íà÷àëüíîãî ðåæèìà ýòî íåîäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íàáëþäàåìûå ïàðàìåòðû ïó÷êà (äèýëåêòðè÷åñêàÿ
ïðîíèöàåìîñòü, äèïîëüíûé ìîìåíò è ò. ï.) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íåñèíãóëÿðíîå ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (3.59). Â îáùåì ñëó÷àå òàêîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé ôóíêöèåé
÷àñòîòû (zm) è àìïëèòóäû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèöû. Ýòà ôóíêöèÿ îïèñûâàåò
êîëëåêòèâíóþ ðåàêöèþ êîëåáàíèé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà â ïó÷êå. Â ïðîòèâîïî-
ëîæíîñòü ïðåäñêàçàíèþ ìîäåëè êâàçèæåñòêîãî ïó÷êà êîëåáàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî
çàðÿäà, îïèñûâàåìûå ôîðì-ôàêòîðîì w1(x), èçìåíÿþò êàê êîãåðåíòíûé ñäâèã ÷àñòî-
òû ïó÷êà åãî ïðîñòðàíñòâåííûì çàðÿäîì, òàê è äåéñòâèå íà ÷àñòèöû øèðîêîïîëîñ-
íûõ íàâåäåííûõ ïîëåé ïó÷êà. Ýòî èçìåíÿåò ñïåêòð ÷àñòîò êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé è
ôîðìó ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ýòèõ êîëåáàíèé.

Íàèáîëåå çíà÷èòåëüíûå îòëè÷èÿ îò ïðåäñêàçàíèé ìîäåëè êâàçèæåñòêîãî ïó÷êà
íàéäåíû ïðè ðàñ÷åòå ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äèïîëüíûõ êîëåáàíèé äëÿ ñëó-
÷àÿ, êîãäà çàòóõàíèå Ëàíäàó êîëåáàíèé îáåñïå÷èâàåòñÿ íåëèíåéíîñòüþ ïîëåé ïðî-
ñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà è òàêîé îêòóïîëüíîé íåëèíåéíîñòüþ ôîêóñèðóþùèõ ïîëåé,
ïðè êîòîðîé ÷àñòîòû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö óìåíüøàþòñÿ ñ ðîñòîì àìïëè-
òóä áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé. Â òàêîé îáëàñòè è äëÿ î÷åíü øèðîêîãî äèàïàçîíà ïàðà-
ìåòðà ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà q âû÷èñëåíèÿ, ó÷èòûâàþùèå ñàìîñîãëàñîâàííîñòü
ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà, ïðåäñêàçûâàþò, ÷òî äèïîëüíûå êîëåáàíèÿ áóäóò
óñòîé÷èâû ëèøü â îáëàñòè Imζ < 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òàêàÿ êîìáèíàöèÿ îêòóïîëü-
íûõ ïîëåé è ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà óíè÷òîæàåò çàòóõàíèå Ëàíäàó äèïîëü-
íûõ êîëåáàíèé ïó÷êà äëÿ âñåõ çíà÷åíèé Reζ. Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ýôôåêò àíòèçà-
òóõàíèÿ Ëàíäàó íå èìååò òàêîãî æå ÿðêîãî âûðàæåíèÿ, êàê ýòî áûëî â ìîäåëè êâàçè-
æåñòêîãî ïó÷êà, íå äîëæíî ââîäèòü ÷èòàòåëÿ â çàáëóæäåíèå. Ïîñêîëüêó ïîðîãîâûå
òîêè ïó÷êà çà ñ÷åò òàêèõ îêòóïîëüíûõ ïîëåé ðàâíû íóëþ, òðåáîâàíèå îáåñïå÷åíèÿ
óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà ñ ñàìîñîãëàñîâàííûìè ïîëÿìè ïðîñòðàí-
ñòâåííîãî çàðÿäà âûíóæäàåò óñèëèâàòü õðîìàòè÷åñêîå çàòóõàíèå Ëàíäàó êîãåðåíò-
íûõ êîëåáàíèé èëè èñïîëüçîâàòü äëÿ äåìïôèðîâàíèÿ íåóñòîé÷èâûõ ìîä ïîäõîäÿùèå
ñèñòåìû îáðàòíîé ñâÿçè.

66



4.3. Èçìåðåíèÿ êóëîíîâñêîãî ñäâèãà ÷àñòîòû

Âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê äèïîëüíûõ ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé èîí-
íûõ ïó÷êîâ, ó÷èòûâàþùèå ñàìîñîãëàñîâàííîñòü ïîëåé ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà,
ïîäòâåðæäàþò ÷óâñòâèòåëüíîñòü ãðàíèö îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé è ñïåêòðîâ
äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ øóìîâ ïó÷êà ê âåëè÷èíå åãî êóëîíîâñêîãî ñäâèãà ÷àñòîòû.
Ïî ýòîé ïðè÷èíå èçìåðåíèÿ òàêèõ ñïåêòðîâ è ôóíêöèé îòêëèêà ïó÷êà ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû äëÿ ïðÿìîãî èçìåðåíèÿ ïàðàìåòðà ∆νL è, íàïðèìåð, ýìèòòàíñà ïó÷êà.

Ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ðåçóëüòàòû òàêèõ èçìåðåíèé òàêæå âåñüìà ÷óâñòâèòåëü-
íû ê çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ âíåøíèå ðàçáðîñû ÷àñòîò áåòàòðîííûõ
êîëåáàíèé â ïó÷êå. Ïîýòîìó äëÿ ïðîâåäåíèÿ èçìåðåíèé, íàïðèìåð, ∆νL ñ ïîìîùüþ
íàáëþäåíèÿ äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì
ðàçìåùåíèå íà çàìêíóòîé îðáèòå íàêîïèòåëÿ äîñòàòî÷íîãî êîëè÷åñòâà õîðîøî êà-
ëèáðîâàííûõ îêòóïîëüíûõ è/èëè ñåêñòóïîëüíûõ ëèíç.

Ïðè ïðîâåäåíèè èçìåðåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì âíåøíåé ðàñêà÷êè êîãåðåíòíûõ êî-
ëåáàíèé ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå ñèëû ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà
íåëèíåéíûì îáðàçîì çàâèñÿò îò ïîïåðå÷íûõ ñìåùåíèé ÷àñòèö. Ïîìèìî ïðî÷åãî, òà-
êàÿ íåëèíåéíîñòü ïðèâîäèò ê çàâèñèìîñòè ÷àñòîò äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
îò èõ àìïëèòóä è ê ñîîòâåòñòâóþùèì èñêàæåíèÿì ñïåêòðîâ ýòèõ êîëåáàíèé. Åñëè àì-
ïëèòóäû âíåøíåé ðàñêà÷êè íåâåëèêè, ýòî ìîæåò ïðèâîäèòü ê óøèðåíèþ ðåçîíàíñ-
íûõ ëèíèé îòêëèêà êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé íà âåëè÷èíû, çàâèñÿùèå îò àìïëèòóäû
ðàñêà÷êè. Êðîìå òîãî, ñ ðîñòîì àìïëèòóä âíåøíåé ðàñêà÷êè èçìåðåíèÿ ðåçîíàíñíûõ
êðèâûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ìîãóò ñîïðîâîæäàòüñÿ íàáëþäåíèåì èõ ãèñòåðåçèñîâ
� ò. å. çàâèñèìîñòè àìïëèòóä âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé îò íàïðàâëåíèÿ ïðîõîæäåíèÿ
ðåçîíàíñà ÷àñòîòîé âûíóæäàþùåé ñèëû.

Äëÿ ïðàâèëüíîé èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé ýòè ýôôåêòû íóæíî ëèáî
ÿâíî ó÷åñòü â ðàñ÷åòàõ ñïåêòðîâ êîëåáàíèé, ëèáî âûáèðàòü àìïëèòóäû ðàñêà÷êè
íàñòîëüêî ìàëûìè, ÷òîáû îíè íå ñêàçûâàëèñü íà ðåçóëüòàòàõ èçìåðåíèé ÷àñòîò è
àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà.

Ýòè çàòðóäíåíèÿ óäàåòñÿ îñëàáèòü èñïîëüçîâàíèåì íåðàçðóøèòåëüíûõ ìåòîäîâ
äèàãíîñòèêè êîëåáàíèé ïó÷êà èîíîâ, êîòîðûå îñíîâàíû íà èçìåðåíèÿõ øóìîâ äè-
ïîëüíûõ ìîìåíòîâ ïó÷êà. Ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ äîñòàòî÷íîé óäàëåííîñòè ïàðàìåòðîâ
ïó÷êà îò ãðàíèö îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé èçìåðåíèÿ ñïåêòðîâ
è ìîùíîñòè øóìà ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü çíà÷åíèå ∆νL íåïîñðåäñòâåííî. Â îêîëî-
ïîðîãîâîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ èíòåðïðåòàöèÿ ðåçóëüòàòîâ òàêèõ èçìåðåíèé äîëæíà
ó÷èòûâàòü âîçìîæíîñòü ñîâìåñòíîé ðåëàêñàöèè ÷àñòèö ïó÷êà è åãî øóìîâ.

67



Ïðèëîæåíèå A

×àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.57)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.57), óäîâëåòâî-
ðÿþùåãî ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (3.64), ïèøåì

W (x) = A(x)w1 +B(x)w2, W ′ = A(x)w′
1 +B(x)w′

2, (A.1)

ãäå w1,2(x) � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.59):

d2w1,2

dx2
= − qe−x

xQ(x)
w1,2(x). (A.2)

Ìû ìîæåì íîðìàëèçîâàòü òàêèå ðåøåíèÿ, âû÷èñëÿÿ ôóíêöèè w1,2(x), íàïðèìåð, â
îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò

x ≪ |Q(0)|
|(∂Q/∂x)x=0|

≪ 1.

Â òàêîé îáëàñòè óðàâíåíèå (A.2) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

d2w

dx2
= −q1

x
w, q1 =

q

Q(0)
, Imzm > 0, (A.3)

à åãî ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè

w1(x) =
√
xJ1 (2

√
q1x) , w′

1(x) =
√
q1J0 (2

√
q1x) (A.4)

è
w2(x) =

√
xY1 (2

√
q1x) , w′

2(x) =
√
q1Y0 (2

√
q1x) . (A.5)

Çäåñü Jν(x) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ, à Yν(x) � ôóíêöèÿ Íåéìàíà ïîðÿäêà ν (íàïðèìåð, â
ñïðàâî÷íèêå [14]). Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ýòèõ ôóíêöèé w1,2(x) ðàâåí 1/π:

D = w1(x)
dw2

dx
− dw1

dx
w2(x) =

1

π
. (A.6)

Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (A.4) è (A.5) âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò çíà÷åíèÿ ôóíêöèé w1,2

ðàâíû
w1(0) = 0, w′

1(0) = 1 (A.7)
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è

w2(0) = − 1
√
q1π

, w′
2(x → 0) ≃

√
q1

π
ln(q1x). (A.8)

Ïîäñòàíîâêîé (A.1) â (3.57) íàõîäèì, ÷òî ôóíêöèè A(x) è B(x) óäîâëåòâîðÿþò
óðàâíåíèÿì

A′w1 +B′w2 = 0,

A′w′
1 +B′w′

2 = −q
iR(x)√

x
, D = w1w

′
2 − w2w

′
1

èëè

A′ =
q

D

iR(x)w2 (x)√
x

, B′ = − q

D

iR(x)w1 (x)√
x

. (A.9)

Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé ïî x ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

A(0) = 0, B(0) = 0,

ïîëó÷àåì

A(x) =
q

D

∫ x

0

dx1
iR(x1)w2 (x1)√

x1

, B(x) = − q

D

∫ x

0

dx1
iR(x1)w1 (x1)√

x1

,

èëè

W (x) =
q

D

∫ x

0

dx1
iR(x1) [w1 (x)w2 (x1)− w2 (x)w1 (x1)]√

x1

. (A.10)

69



Ïðèëîæåíèå B

Âû÷èñëåíèå w′
0

Âåëè÷èíà w′
0 âû÷èñëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé â ôîðìóëó (3.58) çíà÷åíèé ôóíêöèèX(x)

èç óðàâíåíèé (3.52) � (3.57):

X (x) = iR(x) +
e−x

√
xQ(x)

w(x). (B.1)

Ïîñëå ýòîãî ïèøåì

w′
0 =

∫ ∞

0

dx

(
ζ
√
x+

q√
x

)
X (x1) (B.2)

=

∫ ∞

0

dx (ζx+ q)
iR(x)√

x
+

∫ ∞

0

dx (ζx+ q)
e−x

xQ(x)
w(x). (B.3)

Âîñïîëüçîâàâøèñü çäåñü ôîðìóëîé (3.67), ïîëó÷àåì

w′
0 =

∫ ∞

0

dx (ζx+ q)
iR(x)√

x
+ w′

0

∫ ∞

0

dx (ζx+ q)
e−x

xQ(x)
w1(x)

+

∫ ∞

0

dx (ζx+ q)
e−x

xQ(x)

q

D
w1 (x)

∫ x

0

dx1
iR(x1)w2 (x1)√

x1

−
∫ ∞

0

dx (ζx+ q)
e−x

xQ(x)

q

D
w2 (x)

∫ x

0

dx1
iR(x1)w1 (x1)√

x1

èëè

εw′
0 =

∫ ∞

0

dx (ζx+ q)
iR(x)√

x
− A1 + A2. (B.4)

Çäåñü

ε = 1−
∫ ∞

0

dx (ζx+ q)
e−x

xQ(x)
w1(x), (B.5)

à

A1 = − q

D

∫ ∞

0

dx
(
ζ+

q

x

) e−xw1 (x)

Q(x)

∫ x

0

dx1
iR(x1)w2 (x1)√

x1

, (B.6)

A2 = − q

D

∫ ∞

0

dx
(
ζ+

q

x

) e−xw2 (x)

Q(x)

∫ x

0

dx1
iR(x1)w1 (x1)√

x1

. (B.7)
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Äî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ â ýòèõ âûðàæåíèÿõ íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî óðàâíåíèþ
(3.59):

d2w1,2

dx2
= − qe−x

xQ(x)
w1,2(x), (B.8)

ôóíêöèè w1(x) è w2(x) ëèíåéíî çàâèñÿò îò x â àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè x → ∞.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ñèëó óðàâíåíèÿ

d

dx

(
x
dw1,2

dx
− w1,2

)
= −q

e−x

Q(x)
w1,2 (x) , (B.9)

ôóíêöèè xw′
1,2 − w1,2(x) ñòðåìÿòñÿ ê ïîñòîÿííûì çíà÷åíèÿì ïðè x → ∞. Òàêèì

îáðàçîì, â àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè ìû ìîæåì çàïèñàòü

w1 = ax+ b, w2 = cx+ d, (B.10)

ãäå êîýôôèöèåíòû a, b, c, d óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

D = w1w
′
2 − w2w

′
1 = cax− acx+ cb− ad = − (ad− bc) . (B.11)

Òåïåðü, ïèøåì

A1 = − q

D

∫ ∞

0

dx (ζx+ q)
e−x

xQ(x)
w1 (x)

∫ x

0

dx1
iR(x1)w2 (x1)√

x1

= − q

D

∫ ∞

0

dx1
iR(x1)w2 (x1)√

x1

∫ ∞

x1

dx (ζx+ q)
e−x

xQ(x)
w1 (x) .

Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâà:

−
∫ ∞

x1

dx
(ζx+ q) e−xw1 (x)

xQ(x)
=

∫ ∞

x1

dx

(
ζ
q

d

dx

(
x
dw1

dx
− w1

)
+

d2w1

dx2

)
=

[
ζ
q

(
x
dw1

dx
− w1

)
+

dw1

dx

]
∞
−
(
ζ
q

(
x1

dw1

dx
− w1(x1)

)
+

dw1

dx1

)
,

ïîëó÷àåì

A1 =
q

D

[
ζ
q

d

dx

(
x
dw1

dx
− w1

)
+

dw1

dx

]
∞

∫ ∞

0

dx1
iR(x1)w2 (x1)√

x1

(B.12)

− q

D

∫ ∞

0

dx1
iR(x1)w2 (x1)√

x1

(
ζ
q

(
x1

dw1

dx1

− w1(x1)

)
+

dw1

dx1

)
.

Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê âûðàæåíèþ

A2 =
q

D

[
ζ
q

d

dx

(
x
dw2

dx
− w2

)
+

dw2

dx

]
∞

∫ ∞

0

dx1
iR(x1)w1 (x1)√

x1

(B.13)

− q

D

∫ ∞

0

dx1
iR(x1)w1 (x1)√

x1

(
ζ
q

(
x1

dw2

dx1

− w2(x1)

)
+

dw2

dx1

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ôîðìóëû (B.12) è (B.13) â (B.4) è èñïîëüçóÿ

D = w1(x)
dw2

dx
− dw1

dx
w2(x),
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íàõîäèì

A2 − A1 =
q

D

[
ζ
q

(
x
dw2

dx
− w2

)
+

dw2

dx

]
∞

∫ ∞

0

dx1
iR(x1)w1 (x1)√

x1

− q

D

[
ζ
q

(
x
dw1

dx
− w1

)
+

dw1

dx

]
∞

∫ ∞

0

dx1
iR(x1)w2 (x1)√

x1

−
∫ ∞

0

dx1 (ζx1 + q)
iR(x1)√

x1

èëè

εw′
0 =

q

D

[
ζ
q

(
x
dw2

dx
− w2

)
+

dw2

dx

]
∞

∫ ∞

0

dx1
iR(x1)w1 (x1)√

x1

(B.14)

− q

D

[
ζ
q

(
x
dw1

dx
− w1

)
+

dw1

dx

]
∞

∫ ∞

0

dx1
iR(x1)w2 (x1)√

x1

.

Âñïîìèíàÿ çäåñü, ÷òî

ε(ω) =

[
ζ
q

(
x
dw1

dx
− w1(x)

)
+

dw1

dx

]
∞
,

ïîëó÷àåì ôîðìóëó (3.68).
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